Coduri detectoare s corectoarede erori. Coduri Hamming

Tn domeniul compresiei de date (considerata in teoria codarii ca § “codarea sursei”) codarea sa
facut Th scopul reducerii dimengunii reprezentarii, presupunand un cand de comunicatie ided, faa
pierderi. Tn cde ce urmeaza vom aborda pe scurt o problema diferita, S anume codarea n scopul
detectiei 9 eventual corectiel erorilor ce pot gpare pe un cand de comunicatie red, cu erori

(consideratain teoria codarii cas "codar ea canalului”).

In acest d doilea caz este evident ca, pentru a obtine detectie S corectie de erori, trebuie sa
incarcam suplimentar fluxul cu biti dedicati acestui lucru, avand de a face cu o credere a
dimensiunii reprezentarii (trebuie platit un pret.). Tn timp ce la compresia datelor se dimina cét
ma mult poshil redundanta, codurile corectoare adauga acel nivel de redundanta necesar pentru a
trangmite datele ih mod eficient S cu fidditate pe un cana cu zgomot (cu erori).

1. Distanta Hamming

Pe langa digantdle prezentate intr-un materia anterior, o distanta de un interes deosebit In problema
noadra ese diganta Hamming, numita astfel dupa Richard Hamming, cd care a introdus-o in 1950.
Diganta Hamming intre doi vectori de dimensuni egde ete data de numarul de pozitii in care
acestia difera. Ea masoara astfd numarul de schimbari care trebuie facute intr-un vector pentru a il

obtine pe cdddlt, sau reformulat numarul de erori care transforma un vector in celadlt.

Exemple:
vector 1 codare 126359 01101011
vector 2 not at e 226389 01001110
diganta Hamming 3 2 3

Des definirea este generala, in cde ce urmeaza von consdera doar cazul vectorilor cu eemente
binare, fiind vorba de fluxuri de biti transmise pe candul de comunicatie. Tn acest caz distanta este
data de numarul de 1 din rezultatul obtinut prin XOR.

Pentru inceput vom considera doar cazul smplu a erorilor singulare - adica avem un singur bit

eronat.



2. Un exemplu ssimplu de detectiede erori singulare

Sa consderam urmatoarea solutie Smpla de codare — fiecare bit este codat prin repetarea sa de doua
ori. Introducem astfd n mod evident o redundanta care insa ne va permite sa detectam erori

sngulare.

Daca la receptie obtinem coduri 00 respectiv. 11 am receptionat corect O respectiv 1 iar daca

obtinem 01 sau 10 am detectat 0 eroare singulara (fara a putea decide Tnsa nimic in sensul corectiel

).
Exemplu:
mesg initid: 0.1.0.0.1.0.1.1.01
mesgj codat: 00.11.00.00.11.00.11.11.00.11

Mesg| receptionat cu eroare: 00.11.00.00.10.00.11.11.00.11 => detectie de eroare

Remarcam faptul caintre oricare doua” cuvinte de cod” vaide avem o distanta Hamming 2.

3. Un exemplu simplu de corectiede erori singulare
Sa consgderam urmatoarea solutie Smpla de codare — fiecare bit este codat prin repetarea sa de trel
ori. Introducem adtfd in mod evident o redundanta S ma mare care insa ne va permite sa detectam

S sacorectam erori singulare.

Daca la receptie obtinem coduri 000 respectiv 111 am receptionat corect O respectiv 1. Daca
obtinem 001 sau 010 sau 100 am detectat 0 eroare singulara S putem cor ecta spre 000 (deci am
receptionat 0) iar daca obtinem 011 sau 101 sau 110 am detectat 0 eroare singulara S putem cor ecta

spre 111 (deci am receptionat 1).

Exemplu:
mesg initid: 0.1.0.0.1.0.1.1.0.1
mesgj codat: 000.111.000.000.111.000.111.111.000.111
mesgj receptionat cu eroare: 000.101.000.000.111.000.111.111.001.111
mesgj corectt: 000.111.000.000.111.000.111.111.000.111

=> detectie 9 corectie de erori sngulare

Remarcam faptul caintre oricare doua” cuvinte de cod” vadide avem o distanta Hamming 3.



Din exemplde anterioare congtatam ca, daca distanta Hamming intre oricare cuvinte de cod vdide
este 2, putem detecta erori Singulare dar nu le putem corecta - nu sim care cod vdid &flat la distanta
1 este cd corect. Daca distanta Hamming Tntre oricare cuvinte de cod valide este 3 putem detecta
erori singulare S putem corecta Thspre codul vdid aflat la diganta 1 (remarcam faptul ca, Th acest

caz, putem detecta chiar erori duble! — farainsa ale putea corecta).
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?
) corectie corectie (cu eroare)

Daca scopul este doar de a detecta erori se pot folos s dte solutii cum ar fi Smpli biti de paritate,
sume de control, coduri ciclice de tip CRC, functii hash criptografice, etc.

4. Codul Hamming (7,4)

Unul din cde mai cunoscute coduri detectoare S corectare de erori singulare este codul numit
Hamming (7,4). Acesta notatie indica faptul ca avem un cod de 7 biti din care 4 sunt biti de date
independenti  (restul fiind biti  redundanti, reprezentdnd paritetea a diferite combinatii a bitilor de
date). Codul contine deci 4 biti de date d1, d2, d3, d4 5 3 hiti de paritate pl, p2, p3. Bitii de paritate
unt calculai adtfd:

pl sumeszadl, d2, d4
p2 sumeszadl, d3, d4
p3 sumeszad2, d3, d4
iar organizarea bitilor Th cuvantu de cod este urmatoarea:

| pl [ p2 [ dl [ p3 [ d2[d3 | d4 |

De obical se definesc doua matrici in legatura cu acest cod: matricea generatoare de cod G s
meatricea de detectie a paritatii H
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Se condaa in G ca liniile 1,2 9 4 cdculeaza sumele aferente paritatilor respective iar liniile 3,5,6,7
smplu copiaza bitii de date. Tn H cde 3 linii calculesza paritatile corespunzatoare.

La codare: se determina cuvantul de cod caculand paritatile corespunzatoare (se poate utiliza atét
paritatea paracét S paritateaimpara- in exemplele urmatoare vom folos paritateaimpara).
La decodare: s cdculesza paitatile corespunzatoare S se verifica cu cde corecte (in fapt se

sumesza s cu paritdtile corecte S se verificasarezulte 0).

Exemplu de codare-decodar e pentru codul Hamming (7,4)
La codare: fie cuvantul de cod 1001. Caculam:

pl = 1+0+1 = 0
p2 = 1+0+1 = 0
p3 = 0+0+1 = 1

rezulténd codul Hamming 0011001 (am reprezentat sublinit bitii de paritate).

Ladecodare (cazul 1): presupunem caam receptionat 0011001 (deci fara erori)
Recongtituim bitii dedates 1001

Verificam paritdile
pl+dl+d2+d4=0+1+0+1=0
p2+dl+d3+d4=0+1+0+1=0
p3+d2+d3+d4=1+0+0+1=0

Cum toate aceste vaori sunt O rezulta canu am avut eroare.

Ladecodare (cazul 2): presupunem caam receptionat 0011011 (deci cu o eroare in zona de date)
Recondtituim bitii dedate: 101 1
Veificam paitdile
pl+dl+d2+d4=0+1+0+1=0
p2+dl+d3+d4=0+1+1+1=1
p3+d2+d3+d4=1+0+1+1=1
Cum aceste valori nu sunt toate O rezulta ca am avut eroare (deci am redizat detectie de eroare). In
plus codul format din poztiile eronate (aferent p3p2pl) avand vaoarea 110 indica bitul 6 ca fiind
eronat deci d trellea bit de date trebuie corectat (deci am redlizat corectie de eroare). Deci, hitii de
date corectati sunt 100 1.



Pozitionarea initida gparent ciudata a bitilor de paritate in cadrul codului Hamming este necesara
pentru a obtine Smplu, direct indicele bitului eronat.

La decodare (cazul 3): presupunem ca am receptionat 0111001 (deci cu o eroare in zona de
paritate)

Recondtituim bitii dedate: 100 1
Veificam paitdile

pl+dl+d2+d4=0+1+0+1=0

p2+dl+d3+d4=1+1+0+1=1

p3+d2+d3+d4=1+0+0+1=0
Cum aceste valori nu sunt toate O rezulta ca am avut eroare (deci am redizat detectie de eroare). In
plus codul format din poztiile eronate (aferent p3p2pl) avand vaoarea 010 indica bitul 2 ca fiind
eronat deci d doilea bit de paritate era eronat iar bitii de date erau corecti (deci am redizat corectie

de eroare).

Codul Hamming (7,4) decris anterior are distanta Hamming intre oricare cuvintele de cod vdide
minim 3 S deci poae detecta S corecta erori singulare sau poate doar detecta erori duble (fara a

putea corectanici un fel de erori).

Cdculde anterioare s pot face s in forma matricida consderand la codare Tnmultirea matricii G
cu vectorul coloana d hitilor de date iar la verificarea paritatii inmultirea matricii H cu vectorul
coloanad codului Hamming.

5. Coduri Hamming generale
Codul Hamming descris anterior a fost generdizat pentru orice numar de hiti. Algoritmul generd
pentru proiectarea unui cod Hamming corector de erori singulare ("sngle error correcting” -
SEC) este urmatorul:
= Numerotam hitii Tncepand cu 1: 1, 2, 3, 4, etc.
» Fecare pozitie care este putere a lui 2 reprezinta bit de paritate (poztiile care au un sSngur
bit Th reprezentarea binara)
» Cdddte poztii reprezinta biti de date (poztile care au ma mult de un bit pe 1 in
reprezentarea binara).
» FHecare bit de paritate acopera biti astfd: bitul k de paritate acopera acele pozitii care au
bitul k ce ma semnificativ pe 1.



Des modul de cdcul d paitaii (pare sau impare) nu este esentid, de regula nsa se foloseste
paritateaimpara (paritatea e 1 daca numarul de biti de 1 este impar).

Algoritmul generd poate fi intdles ma bine din figura urmatoare:

pozite | L |2 13241567809 1011121314 15]16]17 18
cod pl |p2 |d1 [p3 |d2 |d3 |d4 [p4 [d5 [d6 |d7 |d8 | d9 [d10|d1L|pb [d12]d13]| ...
— pL | X X X X X X X X X
% » | P2 X | X X | X X | X X | X X
gg p3 X XXX X XXX
S 2 [pa X X [ X[ X[ X[ X[ XX
8 p5 X | X | X

S-au reprezentat doar 5 biti de paritate 9 13 hiti de date avand de a face cu codul care se noteaza

Hamming(18,13).

Daca avem m hiti de paritate putem acoperi pana la 2™ 1 biti. Daca scadem cel m hiti de paritate
raman 2™ m-1 biti care pot fi folosti pentru date. Tn functie de vaoare lui m avem urmatoarde

coduri Hamming:
Biti de o o Eficienta utilizare
varitate Total biti | Biti date Nume cod biti dete
2 3 1 Hamming(3,1) 1/3=0.333
3 4 Hamming(7,4) 4/7=0.571
4 15 11 Hamming(15,11) 11/15=0.733
5 31 26 Hamming(31,26) 26/31=0.839
m 2m1 2™-m-1 Hamming(2™1, 2™-m-1) 1-m/(2™1)

Codurile Hamming descrise au disanta Hamming minima 3 deci permit:
» detecties corectie aerorilor smple

= detectie aerorilor duble daca se renuntala corectie.

Uneori se adauga un bit suplimentar de paritate a intregului cod facdnd distanta minima 4. in

acest caz e poate distinge ntre erorile smple (care se pot corecta) s erorile duble care doar se



detecteaza. Codurile astfd rezultate se numesc SECDED ("single error correction, double error
detection”.

De un interes deosebit este codul (72,64) care reprezinta 0 versiune trunchiata a codului cu 7 biti de
paritate (m=7) adica Hamming (127,120) varianta cu bit aditiond de paritate. Acedta este fologt pe
circutedle de memorie de 72 hiti pentru detectia erorilor duble s corectia erorilor singulare. Codul
respectiv are o eficienta de utilizare a bitilor de date de 64/72 = 0.8888 identica cu Stuatia Smpla a
utilizarii unui bit de paritate pe fiecare byte, Stuatie corespunzatoare unui cod de tip (9,8). Tn plus
fata de codul (9,8) care permite doar detectia erorilor singulare, codul (72,64) este de tip SECDEC

adica permite detectia erorilor duble s corectia erorilor smple.
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Prefata

Va uitati la televizor — care transmite imagini prin satelit? Vorbiti la telefon (celular)?
Folositi Internetul? Ascultati muzica de pe DVD-uri?

Ati admirat fotografii extrem de reusite ale planetelor Jupiter sau Saturn. Cum au
fost obtinute ele

Ati auzit de alfabetul Morse; v-ati intrebat de ce pentru ajutor apelul este S.O.S. ?

Sunt multe astfel de domenii intrate in cotidian, care folosesc coduri. De fapt, oricare
din exemplele de mai sus se refera la un transfer de informatie. Ceea ce se solicita (in mod
neexplicit dar esential) este ca informatia ceruta sa ajunga nemodificata la beneficiarul
transmisiei. Indiferent prin ce mediu (numit canal) se face transmisia (poate fi laser, cablu,
unde etc) mesajul expeditorului trebuie sa fie identic cu cel al destinatarului. Chiar daca
sunt “zgomote” care pot altera acest continut.

Tocmai din cauza acestor posibile perturbatii de canal, ceea ce se transmite (numit
mesag de informatie) se completeaza cu elemente redondante (numite caractere de control),
care nu aduc informatie suplimentara dar o confirma pe cea existenta. In acest fel, o
modificare posibila a mesajului (o zgarietura pe DVD, o interferentad, un ecou de canal)
poate fi eliminata la receptie de catre decodor.

Sa consideram de exemplu un mesaj “abac” format din patru caractere. Il vom codifica
prin scrierea fiecarui caracter de trei ori. Deci vom transmite “aaabbbaaaccc”. Daca
destinatarul primeste “caabbwaaacch’, la decodificare va separa textul in grupe de cate
trei simboluri “caa bbw aaa ccb” si va pastra din fiecare grup caracterul care apare de
cele mai multe ori. Va obtine “abac”. Este o idee de decodificare folosita cu precadere de
aproape toate sistemele, numita decodificarea cea mai probabild.

Evident, pot apare perturbari grupate, care sa altereze mai multe caractere conse-
cutive. Cum se opereaza atunci? Pur gi simplu se foloseste alta codificare (sau supra-
codificare, care este o combinatie de mai multe codificari). S-a ajuns in acest moment sa
existe clase de coduri (turbo-codurile) capabile sa corecteze aproape 75% din simbolurile
alterate ale unui mesaj!

Pare fascinant. De fapt, asa si este!

Teoria codurilor este un domeniu dezvoltat relativ recent ca aparat matematic (are
cam 70 ani vechime). Daca se face abstractie de unele confuzii de termeni cu criptografia
(care utilizeaza frecvent termenul de “cod” pentru unele sisteme clasice de criptare) sau
de ideea ca de fapt si scrierea sau vorbirea constituie sisteme de codificare ale ideilor,
primul cod care merita acest nume in lumina obiectivelor mentionate anterior, este codul
Morse aparut in 1840 — de fapt un alfabet care sa permita transmiterea mesajelor prin
telegraf.

Explozia informationala din a doua jumatate a secolului XX a condus la aparitia acestei
discipline, ale carei baze teoretice sunt puse in anii 50, are o dezvoltare fulgeratoare pana la



sfarsitul anilor 60, stagneaza aproape doua decenii, dupa care renaste din 1985 si cunoaste
astazi din nou o crestere exploziva, explicabila prin necesitatea transmiterii unui volum
de informatie nemaiintalnit la o viteza aproape nebanuita pana acum 10-15 ani.

Cea mai mare parte a notiunilor prezentate aici constituie suportul unui curs tinut
o vreme la Facultatea de Matematica a Universitatii Bucuresti (intai profesorul Silviu
Guiagu 1n anii 67-75, apoi reluat de autor dupa 1990). Lucru explicabil, deoarece bazele
teoriei codurilor sunt pur matematice (algebra liniara, teoria numerelor, corpuri finite,
statistica). Aceasta nu face insa domeniul mai putin atragator, dimpotriva. Sugereaza ca
pot fi gandite si alte abordari care sa genereze sisteme de codificare noi, cu performante
superioare. Deja ele apar din domeniul cuantic sau genetic. Ideea in sinte constituie o
provocare, un apel al societatii, al vietii practice, adresat stiintelor fundamentale. Putem
sa 1i raspundem? Aceasta este intrebarea.

Autorul este constient ca nu a putut acoperi si explica tot ce contine domeniul in sine.
De asemenea, lucrarea poate cuprinde unele erori (nu numai de redactare). Este riscul
pe care gi-1 asuma orice autor. De aceea, rugamintea catre cititor(ul interesat) este de a
nu ezita stabilirea unei colaborari. Suntem deschisi si receptivi la orice mesaj. In ciuda
riscurilor unor posibile perturbatii de canal.



Capitolul 1

Codificare si decodificare

1.1 Codificare

Definitia 1.1 Fiind date doud multimi finite si nevide A (alfabetul sursa) si B (alfabetul
cod), o codificare este o aplicatie injectiva ¢ : A — B*.

Elementele multimii ¢p(A) C B* se numesc cuvinte-cod, iar multimea ¢(A) se numeste cod.
Daca B are numai doua simboluri, codificarea ¢ se numeste binara.

Exemplul 1.1 Fie A={0,1,...,9} si B ={0,1}. Printre secventele binare de lungime

5, numdrul celor care au doi de 1 este C2 = 10. Ele pot fi folosite pentru a codifica cifrele
din scrierea zecimala (Tabelul 8.1).

Tabelul 1.1: Codul ”doi-din-cinci”

Simbol zecimal Cuvant cod
11000
10100
01100
10010
01010
00110
10001
01001
00101
00011

O © 00 O Ui Wi+

Mesajul 173" are codul 110001000101100. De remarcat ca intre cuvinte - cod nu se
lasa nici un spatiu, deoarece caracterul ”spatiu” poate fi el insusi un simbol din alfabetul
cod. Astfel de exemplu, codul Morse are alfabetul B = {., —, spa'tiu}.

Decodificarea se face foarte simplu: se imparte mesajul codificat in grupe de cate cinci
caractere $i se vede cifra din Tabelul 8.1 corespunzatoare grupei respective.

5



6 CAPITOLUL 1. CODIFICARE SI DECODIFICARE

Aranjarea cuvintelor cod a fost facuta pentru a realiza si o decodificare pe baza unei
formule. Astfel, daca agaiasazay este un cuvant - cod, el corespunde cifrei k rezultata din
de algoritmul:

begin

T = a1+ 2as + 4as + Tay;

if x =11 then k£ :=0 else k := x;
end.

Definitia 1.2 Pentru o codificare ¢ : A — B*, se numeste “codificare a mesajelor (tex-
tului) sursa” aplicatia ¢* : A* — B* definitd recursiv prin:

o ¢*(e) =€ (e este cuvantul vid);
o ¢ (aa) = p(a)p* (), Yae A ae A
Definitia 1.3 Codificarea ¢ este "unic decodabila” daca ¢* este injectiva.

Codificarea data in Exemplul 2.1 este — dupa cum s-a observat — unic decodabila. Acest
lucru nu este totdeauna posibil. Daca luam de exemplu codificarea

¢(a) =10, ¢(b) =101, ¢(c) = 110,
ea nu este unic decodabild; astfel ¢*(ac) = ¢*(ba) = 10110.

Definitia 1.4

1. O codificare ¢ : A — B* in care toate cuvintele cod au lungi-mea n se numeste
“codificare-bloc de lungime n”, iar ¢p(A) este un "cod-bloc de lungime n”.

2. O codificare ¢ : A — B* se numeste “instantanee” daca ¢(A) are proprietatea
prefizului (daca o, aff € ¢(B) atunci = ¢€).

Multimea ¢p(A) este numita ”cod instantaneu”.

Codul definit in Exemplul 2.1 este un cod - bloc de lungime 5.

Codurile bloc sunt eficiente in situatia cand simbolurile sursa au frecvente egale de
aparitie; in caz contrar, ele devin greoaie si sunt preferabile codurile instantanee cu lungimi
variabile ale cuvintelor cod.

Exemplul 1.2 Codul Morse, dat in Tabelul 8.2 este un cod instantaneu cu alfabetul cod
B ={.,—, }. Deoarece spatiul este folosit numai la sfarsitul fiecarui cuvant - cod, proce-
dura de decodificare este simpla: orice cuvant - cod se afia intre doud spatii, de la inceputul
mesajului pana la primul spatiu, sau de la ultimul spatiu pana la sfarsit. Motivul pentru
care nu se foloseste un cod - bloc este simplu: frecventele literelor intr-o limba difera foarte
mult.
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Tabelul 1.2: Codul Morse

oZzo R
SO
S

Exemplul 1.3 Un alt exemplu de cod - bloc este codul hexazecimal:

0 0000 4 0100 8 1000 C 1100
1 0001 ) 0101 9 1001 D 1101
2 0010 6 0110 A 1010 E 1110
3 0011 7 0111 B 1011 F 1111

Exemplul 1.4 Sa presupunem cd vrem sa construim un cod binar pentru alfabetul {0,1,2, 3}
st observam ca 0 apare in mesajele sursa mai des decat orice alt simbol. Atunci urmatoarea
schema de codificare pare rezonabila:

p(0)=0,  ¢(1)=01,  ¢(2)=011, ¢(3)=111.

Aici ¢(0) are lungime minima, iar algoritmul de decodificare este foarte simplu: se aplica
recursiv requla:

"Fie sufizul 01%; el este codificarea numdarului  k (mod 3) 33...37
k div 3

Totusi aceasta codificare nu este instantanee. Intr-adevar, daca se primeste un mesaj

lung de forma
Or1111i1i11111111...

nu vom sti daca primul simbol sursa este 0,1 sau 2 pana nu se termind transmitereq
intreqului mesay.

1.2 Exemple de coduri - bloc importante

Desi simple, codurile binare sunt de obicei lungi si deci greu de manipulat. Adesea este
mai convenabil sa grupam simbolurile binare formand alfabete mai complexe.

Astfel, grupuri de cate trei simboluri binare conduc la codurile octale. Reprezentarea
in octal se indica de obicei prin indicele 8 agezat la sfargit. De exemplu,

$(01) = (01)s = 000001

In mod similar, prin gruparea a cate patru simboluri binare se obtine codul hexazecimal
(Exemplul 2.3).

Un cod foarte important folosit in reprezentarea standard a simbolurilor alfabetice si
numerice este codul ASCIT (American Standard Code for Information Interchange)'.

! Acest cod a fost prezentat pe larg in cursul de Arhitectura sistemelor de Calcul.
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Un ultim cod, folosit de toate editurile de pe glob este International Standard Book
Number (ISBN). El este un cod - bloc de lungime 10 (lungimea cuvintelor - cod creste
prin folosirea simbolului e diverse pozitii, dar acest caracter este ignorat la prelucrarea
automata). Alfabetul cod este B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X}, (X pentru numéarul 10).

De exemplu, cartea S. Lin, P. Costello - Teoria Codurilor are codul

ISBN 0 — 13 — 283796 — X

Primul numar (0) reprezinta tara (SUA), 13 reprezinta editura (Prentice-Hall), iar
urmatoarele sase cifre sunt asignate de editura ca numar de identificare al cartii. Ultimul

simbol este de control (similar bitului de paritate) si definit astfel:
10

Pentru codul ISBN ajas ... a, Z ia11—; = 0 (mod 11).

Astfelin ISBN-ul de sus, -

10-049-1+8-3+7-2+6-845-34+4-7+3-94+2-64+1-10=187=0 (mod 11)

Unele publicatii au codul de identificare de trei cifre (de exemplu Wiley-Inter-Science
are 471); in acest caz numarul pentru fiecare publicatie are numai cinci simboluri.

Pentru Romania, codul de tara este 973.

1.3 Constructia codurilor instantanee

In acest paragraf ne punem problema construirii unui cod binar instantaneu peste alfabetul
sursa A = {a1,...,a,}, (n >1). Deci B = {0, 1}.
Initial se specifica lungimile dy, ds, ..., d, ale cuvintelor cod. Fara a micgora generali-
tatea, putem presupune
1<di <dy ... <04,

La primul pas se alege un cuvant - cod binar arbitrar ¢(a;) de lungime d;.

In continuare se alege un cuvant - cod arbitrar ¢(az) din multimea secventelor binare
de lungime dy care nu au pe ¢(a;) ca prefix. Aceasta este totdeauna posibil pentru ca
numarul tuturor secventelor binare de lungime dy este 2%; dintre acestea, numérul celor
care au prefixul ¢(a;) este 2427,

Cum 2% > 2%~d1 4 1 exista cel putin o alegere posibild pentru ¢(ay) de lungime ds.

Va trebui sa selectam in continuare un cuvant de lungime ds care nu are ca prefix
$(ay) sau ¢(az). Deci, din cele 2% secvente binare posibile trebuiesc eliminate cele 24~%
secvente cu prefixul ¢(a;) si 2979 secvente cu prefixul ¢(ay). Aceasta este posibil daci
si numai daca

9ds ~ 9dz—dz + 9ds—d1 +1

impér’gind aceasta inegalitate cu 2%, se obtine
1>27% 4 27% 4 27ds,
In mod analog se poate arata in general inegalitatea
1>27h 42724 427

Faptul ca acest cod este instantaneu rezulta imediat din constructie.
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Teorema 1.1 (Kraft) Fiind dat un alfabet sursa A de n simboluri si un alfabet cod B de k
simboluri, se poate construi un cod instantaneu cu lungimile cuvintelor - cod dy,ds, . .., d,
daca $1 numai daca este verificata inegalitatea:

O+ ke 4k <

Demonstratie: 7<=": Fie A = {ay,aq,...,a,} si putem presupune relatia d; < dy <
... < d,. Construim prin inductie codificarea instantanee ¢, astfel:

e Se alege arbitrar ¢(ay) € B*, |¢(a1)| = dy (se noteaza cu || lungimea secventei «).

e Presupunem ca au fost alese ¢(a1), p(az),...,d(as—1) (s > 1). Atunci se va alege
un cuvant arbitrar ¢(as) € B* care nu are ca prefix nici unul din cuvintele selectate
anterior. Aceasta este posibil deoarece numarul cuvintelor cu prefixul ¢(a;) este
kds=di (1 < i < s—1); deci alegerea poate fi ficuta din

s—1
ks — Z k%% clemente.

i=1

Din inegalitatea lui Kraft avem

s—1
S MRS
i=1

care, prin multiplicare cu k% conduce la

s—1

R = kT >

i=1
deci exista cel putin un element de lungime d; care poate fi ales drept ¢(ay).

Afirmatia reciproca se demonstreaza similar (pentru k = 2 ea a fost data anterior).q.e.d.
Teorema 1.2 (McMillan) Orice codificare unic decodabild satisface inegalitatea lui Kraft.

Demonstratie: Fie ¢ o codificare unic decodabila. Notam cu d; lungimea cuvantului cod
#(a;), (1 <i<mn). Seobserva ca V j, (j > 1) se pot forma k’ cuvinte de lungime j
peste alfabetul - cod B cu |B| = k. Din proprietatea de unic decodabilitate, numarul
mesajelor sursd « = a;,a;, . . . a;, cu ¢(a) = j nu depageste k7. Lungimea codului pentru
a este d;; +d;, + ...+ d;,; deci numarul tuturor sumelor de forma

diy +diy +...+d;. =3

este cel mult k7. .

Ramane de demonstrat ca numarul ¢ = g k=% este cel mult 1. Pentru aceasta, vom

i=1
T

v . c o .
arata ca Vr > 1, — este marginit.
r
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Sa calculam puterile lui c¢:

1= J=

ij=1

si in general,
n

= E ke (dig dig . tdi)

11,82, ir=1

Aceastd sumai se poate re-ordona grupand toti termenii de forma k=7 unde j satisface
egalitatea anterioara. Cel mai mare j posibil este 7 = d+d + ... +d = rd, unde

d = max{dy,ds,...,d,}.
Numarul tuturor termenilor de forma k=7 din suma este cel mult k7. Deci,

rd rd
<Y KFET =Y 1=rd
=1 j=1

. : c’ :
Deci, — < d, de unde va rezulta ¢ < 1 (pentru ¢ > 1 girul a, = — — o0, deci nu este
r r

marginit). q.e.d.

Corolarul 1.1 Pentru orice cod unic decodabil exista un cod instantaneu care are toate
cuvintele - cod de lungimi egale.

Demonstratie: Rezulta din demonstratia teoremei precedente.

Exemplul 1.5 Sa consideram alfabetul sursa A = {a,b,c} si alfabetul cod B = {0,1};
decin = |A| =3, k= |B| =2. Vrem sa construim o codificare instantanee ¢ : A — B
care are toate cuvintele - cod de lungime d.

Inegalitatea Kraft va da 274+ 279+ 279 < 1, deci 27¢ <

verifica este d = 2. Deci orice multime de trei secvente binare de lungime 2 va putea fi
folosita drept cod. Sunt 4 astfel de multimi:

Cel mai mic d care o

W

{00,01,10}, {00,01,11}, {00,10,11}, {01,10,11}

1.4 Coduri Huffman

Am mentionat anterior faptul ca daca frecventa simbolurilor sursa variaza, atunci codurile
instantanee sunt preferabile codurilor - bloc, deoarece simbolurile care apar mai frecvent
vor fi codificate prin cuvinte - cod mai scurte.

Ne punem problema aflarii unor codificari cat mai eficiente, in ipoteza ca frecventele
simbolurilor sursa sunt cunoscute exact (de exemplu probabilitatea distributiei simbolurilor
sursa in mesaje).

Definitia 1.5 O sursa de informatie este o pereche S = (A, P) unde

o A=/{aj,as,...,a,} este alfabetul sursa(multime ordonatad);
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o P={P(a1),P(as),...,P(an)} este multimea ordonata a probabilitat ilor elementelor
lui A, deci

- 0<Pla;) <1,(1 <i<n);

n

Fie ¢ o codificare a unei surse de informatie. Daca se noteaza cu d; = |¢(a;)|, se poate
defini lungimea medie L a cuvintelor cod prin

L(¢) = Z d;P(a;).

O codificare este eficienta daca lungimea medie a cuvintelor - cod este cat mai mica.

Definitia 1.6 Fiind data o sursa de informatie S si un alfabet cod, un cod Huffman este
un cod instantaneu cu lungimea medie minimda.

Lungimea medie minima a unui cod Huffmann se noteaza cu L, (5).

Exemplul 1.6 Sa se determine un cod Huffman binar pentru alfabetul sursa A = {a, b, c,d, e, f}
stiind ca 'a’ apare de doud ori mai des decat 'e' si e’ de doua ori mai des decat orice
consoand.

Deci, vom avea sursa de informatie

Simbol a b c d e f
Probabilitate | 0,4 0,1 0,1 0,1 0,2 0,1

Putem asigna deci un cuvant - cod de lungime 1 lui 'a’ si unul de lungime doi lui 'e’.

Atunci lungimile cuvintelor - cod ramase sunt egale cu 4, iar inegalitatea lui Kraft este

saturata:
1 1 4

St —+— =1
SR

Un astfel de cod se poate construi efectiv:

¢(a) =0 ¢(c) = 1101 o(e) =10
é(b) = 1100 ¢(d) = 1110 o(f) = 1111

Lungimea sa medie este
L=0,442x0,24+4x4x0,1=2,4.

Deci, pentru acest exemplu, Ly, (S) < 2,4.
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1.4.1 Constructia codurilor Huffman binare

O sursa cu doud simboluri are evident un cod Huffman de cuvinte - cod {0, 1} (si deci
Lnmin(S) =1).

O sursa cu trei simboluri {aj, as,a3} in care a; are probabilitate maxima, poate fi
redusa la cazul a doua simboluri {ay, as 3} unde P(as3) = P(az) + P(as). Vom construi
o codificare Huffman pentru sursa redusa

¢(a1) =0, (ﬁ(az,g) =1.

dupa care "spargem” cuvantul cod 1 in doua cuvinte: 10 si 11; in acest fel se obtine o
codificare Huffman pentru sursa originala:

ap Gz as
0 10 11
In general, fie S o sursa de informatie cu simbolurile {ay, as, . .., a, } ordonate descrescator

dupa probabilitati, adica:
P(ay) > P(ag) > ... > P(ay,).

Construim o sursa redusa S* cu simbolurile {as,...,ay—2,a,-1,} unde a,_;, este un
simbol nou, cu probabilitatea P(a,—1,) = P(an—1) + P(ay).

Daca nu se poate construi un cod Huffman pentru S*, se reia procedeul pentru aceasta
sursa (reordonand eventual simbolurile dupa probabilitate); in final se va ajunge la o sursa
(pentru doua simboluri problema a fost rezolvata) in care se poate construi codul Huffman.

Daca se poate gasi o codificare Huffman ¢* pentru sursa redusa S*, atunci codul din
Tabelul 1.3 este un cod Huffman pentru S (vom demonstra aceasta afirmatie) .

Tabelul 1.3:

aq a9 e Ap—2 Qp—1 Ay,

Qb*(al) 925*(@2) ¢*(an—2) Qb*(an—l,n)O ¢*(an—1,n>1

Lema 1.1
L(¢) = L(¢") + P(an—1) + P(ay).

Demonstratie: Fie dy,ds,...,d,_s,d* lungimile cuvintelor cod corespunzatoare lui ¢*.
Atunci lungimile cuvintelor cod pentru ¢ sunt dy, ds, ..., d, o, d*+1,d* 4 1.
Efectuand calculele, se obtine:

L(¢) = ZdiP(ai) + (d" +1)P(an—1) + (d* + 1)P(a,) =

N i diP(a;) + d*[Pan) + P(an)] + Plan) + Plan) =

= L(¢*) + Pla,_1) + P(ay).
q.e.d.
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Teorema 1.3 Fie ¢* o codificare Huffman pentru o sursa de informatie redusa S*. Atunci
codificarea ¢ definita de Tabelul 1.3 determind un cod Huffman pentru sursa de informatie

S.

Demonstratie: Fie aq,as,...,a, simbolurile sursa, ordonate descrescator dupa proba-
bilitate. Deoarece teorema este evidenta pentru P(a,) = 0, vom considera doar cazul
P(ay,) > 0.

Demonstratia consta din trei pasi:

e S admite o codificare Huffman ¢g cu lungimile cuvintelor - cod ordonate:

Pentru a demonstra aceasta, plecam de la o codificare Huffman arbitrara ¢ pentru
S. Daca exista un simbol a; astfel ca d; > d;; 1, notam cu ¢’ codificarea obtinuta
din ¢ prin permutarea cuvintelor cod corespunzatoare lui a; i a;1. Codul obtinut
prin codificarea ¢’ este evident un cod instantaneu, iar diferenta dintre lungimile
medii L = L, (al lui ¢) si L' (al lui ¢') este:

Linin — L' = [d;i P(a;) + dis1P(ais1)] — [diy1P(a;) + diPag)] =

= (di = di1)[P(a;) — Plai1)]-
Aceasta expresie este produsul dintre doua numere pozitive, deci L,,;, > L', iar

din proprietatea de minimalitate rezulta L,,;,, = L. Cu alte cuvinte, ¢’ este tot o
codificare Huffman. Procedeul continua pana se obtine codificarea ¢, ceruta.

e S admite o codificare Huffman ¢, in care ultimele cuvinte cod, ¢1(an—1) $i ¢1(ay)
difera doar prin ultimul simbol.

Fie ¢y codificarea Huffman anterioard si ¢ codificarea rezultatd din ¢o eliminand
ultimul simbol din ¢g(a,). Lungimea medie a lui ¢y va fi evident mai mica decét
cea a lui ¢y (pentru ci P(a,) > 0), deci ¢y nu poate fi instantanee. Cuvantul - cod
qgo(ai) = ¢o(a;), (1 <i < mn—1)nu este prefixul nici unui alt cuvant cod; deci
existd un i (i < n—1) astfel incat ¢o(an) este prefixul lui ¢o(a;). Aceasta este posibil
numai daca d; = d,, §i deci ¢g(a;) difera de ¢g(a,) numai prin ultimul simbol. Daca
i=n—1,seia ¢; = ¢g. Altfel, se observa ca d; = d,, implica d; = d; 1 = ... = dy;
deci se pot permuta cuvintele cod definite in ¢y pentru a; si a,_;. Codificarea ¢,
astfel obtinuta are aceeasi lungime medie ca si ¢g, deci defineste un cod Huffman.

e Sa presupunem ca se da o codificare Huffman ¢* pentru sursa redusa S* gi definim
o codificare ¢ pentru S conform Tabelului 1.3. Lungimile lor medii L(¢), L(¢*)
verifica relatia din Lema 1.1.

Sa folosim acum codificarea Huffman ¢, construita anterior. Deoarece ultimele doua
cuvinte - cod difera numai prin ultimul simbol, ¢; poate fi obtinut dintr-o codificare
@7 al lui S* prin "spargerea” ultimului cuvant - cod. In plus, ¢} este evident o
codificare instantanee.

Prin calcule se ajunge la relatia

L(¢1) = L(¢1) = Plan-1) + Plan).
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Cum avem si L(¢) — L(¢*) = P(an—1) + P(ay), rezulta

L(¢) = L(¢1) — L(1) + L(¢7).

Acum, L(¢*) = Lypin(S*), deci —L(¢%) + L(¢*) < 0.
Rezulta L(¢) < L(¢1) = Lymin(S). Deci, codificarea ¢ definegte un cod Huffman.

q.e.d.
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1.5 Exercitii

Exercitiul 1.1 Care este cea mai mica lungime a unut cod - bloc cu alfabetul sursa
A={a,b,..., 2z} sialfabetul cod B = {.,—, spa’tiu} (ca la codul Morse).
Dar daca B are patru caractere ¢

Exercitiul 1.2 Se defineste codificarea

1 — 01 4 — 1000
2 — 011 5 — 1100
3 — 10 6 — 0111

FEste ea unic decodabila ¢ Este instantanee ¢ Se poate gasi un cod instantaneu cu aceleasi
lungimi ale cuvintelor cod ?

Exercitiul 1.3 Se defineste codificarea

a — 1010 d — 0001
b — 001 e — 1101
c — 101 f — 1011

Este ea unic decodabila ¢ Daca nu, gasiti doud mesaje sursa cu acelasi cod.

Exercitiul 1.4 FEste unic decodabila codificarea:

0 — AA 4 — ABBAA 7T — AAAABB
1 — AABAB 5 — BABBA 8 — AAAABA
2 — ABBBBB 6 — BBBAB 9 — AAAAAB
3 — ABABA

Exercitiul 1.5 Se poate decide unic decodabilitatea codificarilor

¢(a) =001 ¢(a) =00

¢(b) = 1001 o(b) = 10

¢(c) = 0010 é(c) = 011
o(d) = 1110 o(d) = 101
é(e) = 1010 dle) = 111
¢(f) = 01110 o(f) =110
¢(g) = 0101 ¢(g) =010

folosind inegalitatea lui Kraft ¢

Exercitiul 1.6 Sa se construiasca un cod binar instantaneu pentru urmatorul alfabet
sursa cu lungimile corespunzatoare ale cuvintelor cod:

Simbol |A B C D F F G H I J K L
Lungime |2 4 7 7 3 4 7 7 3 4 7 7

Exercitiul 1.7 Sa se construiasca un cod instantaneu pentru urmatorul alfabet sursa, cu
lungimile corespunzatoare ale cuvintelor cod:
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Simbol 1234567890
Lungime|1 3 3 3 3 3 2 2 2 2
care este numarul minim e simboluri - cod necesare ¢

Exercitiul 1.8 Cate simboluri cod sunt necesare pentru ca urmdatorul alfabet sursa sa
poata fi codificat intr-un cod instantaneu cu lungimile cuvintelor cod date:

ABCDUFEFVFGHIJKULMN OP
12 2 2 1 2 2 2 122 2 2 2 1 2

Exercitiul 1.9 Demonstrafi ca pentru orice cod instantaneu in care inegalitatea Kraft
este stricta, este posibil sa se adauge un nou simbol sursa si sa se extinda codul dat la un
nou cod instantaneu (cu acelasi alfabet cod). Demonstrati aceasta pentru codul definit la
Ezercitiul 2.7.



Capitolul 2

Coduri liniare

2.1 Matrice generatoare

Definitia 2.1 Fie ¢ un numar prim si n € N* un numar natural nenul. Se numeste ”cod
liniar” orice subspatiu liniar al lui Zj.
Un subspatiu k-dimensional (k < n) al lui Z]' se numeste (n, k)- cod liniar peste Z,.

Sa notam in general cu A, (A, € Z7') un (n, k) - cod liniar'. Elementele sale se numesc
cuvinte-cod.

Fie n,k € N, (k < n). O codificare este o aplicatie injectiva ¢ : ZF — Z7, iar
Apgy = qb(Zé“) Elementele lui Zf; se numesc mesaje de informatie.

Deci, x € Z este un mesaj de informatie scris cu caractere din alfabetul Z,. Daca
transmitem succesiunea x de semnale printr-un canal de comunicatie, mesajul este supus
diverselor perturbatii ”de canal” care-l modifica. Ideea teoriei codurilor este urmatoarea:
in loc de a transmite numai elementele lui Zé“, sa "lungim” mesajul informational scu-
fundénd (prin intermediul aplicatiei ¢) Z} intr-un spatiu liniar Z}' (n > k) astfel incat
cele n — k pozitii noi - numite pozitii de control - sa asigure redondanta necesara refacerii
mesajului de informatie initial (atunci cand a fost alterat partial).

Astfel, cu pretul lungirii mesajului, se castiga protectia fata de (anumite tipuri de)
erori.

Observatia 2.1

e Din definitie rezultd ca un cod liniar de lungime n este un set C' de cuvinte (secvente,
siruri, vectori) de lungime n cu proprietatile:

—VYa=(a,...,a,) €C, b= (b,....,b,) € C = a+b=(a;+by,...,a, +
b,) € C;

- Va=(a,...,ap) €A t€ Z, =t -a=(tay,...,ta,) € A.
e Orice cod liniar contine cuvantul cod nul 0 = (0,0,...,0).

L4 |An,k| = qk

!Daca nu este necesar sa specificim dimensiunile n si k, vom mai folosi si notatia C' pentru a desemna
un cod liniar.

17
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A, i fiind un spatiu liniar k-dimensional, admite o baza formata din k vectori cu n elemente
fiecare. Fie
€1,€2,...,€k

o astfel de baza. Atunci orice cuvant cod v € A, are forma

k
vV = E U;€i
i=1

unde (uy,ug, ..., ug) € ZZ; este unic determinat.

Cu alte cuvinte, k simboluri de informatie w,,...,u; € Z; determina in mod unic un
cuvant - cod v € A, prin relatia de sus, si reciproc. Operatia de codificare ¢ face aceasta
asociere biunivoca:

k
u:(ul,...,uk)EZ;“(:)V:ZuieiEAn,k

=1

Fiecare cuvant - cod intr-un cod liniar va avea deci k simboluri de informatie; celelalte
n — k simboluri se numesc simbolur: de control.

Definitia 2.2 Fie A, un cod liniar cu baza eq, ..., ex. Matricea
€1
€2
Gk,n =
€x

se numeste "matricea generatoare” a codulus.

Deci operatia de codificare este definita prin matricea generatoare G:

k _

Vue Z,, ¢(u) = uG.

Exemplul 2.1 Matricea

10 011

¢= ( 1101 )

genereaza un (5,2)-cod liniar peste Zs (n =5, k = 2). Rangul ei este 2 (primele doud
coloane formeazd matricea unitate), deci cele doud linii ale lui G sunt cuvinte - cod liniar
independente.

Multimea mesagjelor de informatie este Z3 = {00, 01,10, 11}. fnmul}find fiecare mesayj
cu matricea G se obtine spatiul lintar al cuvintelor - cod

As o = {00000,01101,10011,11110}.
Functia de codificare este:

00 — 00000, 01 — 01101, 10— 10011, 11 — 11110.
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Un cod liniar poate fi generat de mai multe baze posibile. Deci se pot construi mai multe
matrici generatoare pentru un (n, k)-cod liniar. Ele se pot transforma una in alta prin
operatiile liniare obisnuite, definite pentru liniile unei matrici. Prin schimbarea matricii
generatoare nu se schimba spatiul liniar al cuvintelor - cod, ci numai modalitatea de
codificare (functia ¢). Cum prin termenul cod se intelege de obicei spatiul liniar A, ,
rezulta ca doua matrici diferite care se deduc una din alta prin operatii pe linii, reprezinta
acelagi cod.

Exemplul 2.2 Reluand Exemplul 2.1, prin adunarea liniei dov la prima linie se obfine

matricea
1 1 1 10
[—
G_<O 1 10 1>

Ea genereaza acelasi spatiu liniar As o, dar codificarea difera:

00 — 00000, 01 — 01101, 10 — 11110, 11 — 10011

Exemplul 2.3 Matricea

110000
G=(0012200
100111

genereazd un (6,3)-cod liniar peste Zz. Aducdnd matricea la forma canonica, se obfine

110000
G=|1001100
000O0T171

Toate cele 3% = 27 cuvinte ale acestui cod au urmdtoarea proprietate: fiecare simbol este
scris de doua ori. Din acest motiv, astfel de cod este numit ”cod cu repetifie”.

Cea mai convenabila regula de codificare consta in scrierea simbolurilor de informatie si
suplimentarea lor cu n — k simboluri de control. Aceasta corespunde matricii generatoare
(unice)

G = (I|B)

unde [ este matricea unitate de ordin k, iar B este o matrice cu k linii si n — k coloane.

Definitia 2.3 Un cod liniar este numit “sistematic” daca admite o matrice generatoare
de forma G = (I|B) unde I este matricea unitate.

Definitia 2.4 Douad coduri liniare C' si C' de aceeasi lungime n se numesc echivalente
daca exista o permutare m € S, astfel incat

(U1, Vo, ... ,Un) el — Un(1)Un(2) - - - Un(n) € C’

(s-a notat cu S, mulfimea permutarilor de n elemente).
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Exemplul 2.4 Codul din Exemplul 2.1 este un cod sistematic. Din codificare se observa
ca mesajul de informatie se afla in cuvantul - cod pe primele doud pozitii.

Codul cu repetitie din Exemplul 2.3 nu este sistematic. Totusi, folosind permutarea
(1,4,6,2,5,3) (se permuta simbolurile doi cu patru i trei cu sase) se ajunge la un cod
sistematic generat de matricea

1 00100
G'=1010001
001010

Teorema 2.1 Orice cod liniar este echivalent cu un cod liniar sistematic.

Demonstratie: Matricea generatoare G a unui (n, k) - cod liniar A, j are rangul k; deci
ea are k coloane liniar independente.

1. Sa presupunem ca primele k coloane ale lui G sunt liniar independente. Deci G =
(X]Y) unde X este o matrice k x k inversabila. Exista atunci o succesiune de
operatii de linii care transforma X in matricea unitate.

Aceeasi succesiune de operatii efectuate acum pentru toata matricea G va conduce
la matricea G’ = (I]Y”). Deoarece si G’ este matrice generatoare pentru codul A, ,
rezulta ca acesta este sistematic.

2. Fie m permutarea care aduce coloanele liniar independente ale matricii G pe primele
k pozitii. Se obtine in acest fel o noua matrice G'. Fie A; ; codul liniar obtinut
prin codificarea cu matricea generatoare G'. Atunci A,y §i A} ; sunt echivalente,
iar Aj, ; este sistematic, conform cazului anterior. q.e.d.

2.2 Matrice de control

Definitia 2.5 Fie A, un cod liniar generat de matricea G = Gy ,,. Se numeste "matrice
de control” o matrice H = H,,_y,, cu proprietatea GHT = 0.

Observatia 2.2

e Din definitie rezulta ca matricea de control H a unui cod liniar C' are urmatoarea
proprietate:
veC <+« vH'=0

Lasam ca exercitiu demonstrarea acestei echivalente.

e Prin transpunere, relatia de sus se poate scrie si HGT = 0. Aceasta inseamnd cd
si H este matricea generatoare a unui (n,n — k) - cod liniar peste corpul Z,, cod
pentru care G este matrice de control. Cele doua coduri astfel definite se numesc
"coduri duale”.

Cuvintele - cod din cele doud coduri duale sunt ortogonale (produsul lor scalar este 0).
Intr-adevdr, dacd C si C' sunt doud coduri duale generate de matricile G respectiv
H, iarx € C,y € C" sunt cuvinte - cod arbitrare, existai u,v cux =uG, y=vH.
In plus, xHT =0, yGT =0.

Atunci, xy? = uGy? = u(yG")T = u0? = 0.
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Exemplul 2.5 (7,4) - codul liniar binar cu matricea generatoare

G:

oo O
[ Nel )]
O = O O
_ O O O
— = = O
— = O
— O~

are drept matrice de control

0001111
H=101120 11
1010101

care la randul ei este matricea generatoare a unui (7,3) - cod liniar binar.
Se verifica imediat relatia

GH" =

o O OO
o O OO
o O OO

Un cod care coincide cu codul sau dual se numeste cod auto - dual.

Teorema 2.2 Un cod liniar sistematic cu matricea generatoare G = (I|B) admite ca
matrice de control H = (—BT|I).

Demonstratie: Cele doua matrici unitate din scrierea lui G' si H sunt de ordin k respectiv
n — k. Efectuand calculele, se obtine:

GH“#HE(_f)z—HMJHZ_B+B:0 g.e.d

Corolarul 2.1 Matricea de control a unui (n,k)-cod liniar are rangul n — k.

Teorema de sus permite un algoritm de calcul extrem de simplu al matricii de control,
atunci cand se cunoagte matricea generatoare. Sa aratam aceasta pe un exemplu:

Exemplul 2.6 Plecand de la matricea generatoare construita in Eremplul 2.4, se poate
construi matricea de control (calculele se fac in Z3):

-1 0
o = 0 0 —
0 -1

o = O

1
0
0

S = O

0
0 =
1

S O N
N O O
S NN O

1
0
0

o = O
_ O O

Aplicand acum permutarea inversa coloanelor lui H*, se ajunge la matricea de control a
codului definit in Exemplul 2.5:

210000
H=100001 2
0012200
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Relatia xH” = 0 pe care o verifica orice cuvant - cod x € A,,j, permite sd definim un cod
si sub forma unui sistem de ecuatii.

Astfel, A, este un cod peste Z, daca si numai daca elementele sale sunt solutii ale
sistemului liniar xHT = 0.

101 11
este definit ca multimea solutiilor binare (x1, T2, T3, x4, s5) ale sistemului
T+ x2 + 14 =0, T1+x3+ x4+ 25 =0
Sistemul are 8 solutii, care formeaza codul binar
As 2 = {00000, 00101,01110,01011, 11100, 11001, 10010, 10111}

Exemplul 2.7 Codul cu matricea de control H = ( 11010 )

2.3 Sindrom

Fie codul liniar A, ;. peste Z;, cu matricea de control H si a € Z. Se numesgte sindrom
al cuvantului a vectorul z cu n — k componente obtinut prin relatia

sau — echivalent - z=aH”.
Observatia 2.3 z=0 <= acA,;.

Daca se transmite printr-un canal de comunicatie un cuvant a pentru care sindromul
corespunzator verifica relatia z = aH?T # 0, inseamna ca s-a detectat faptul ca in timpul
transmisiei au aparut erori.

Teorema 2.3 In Z,, sindromul receptionat este egal cu suma coloanelor din matricea de
control, corespunzatoare pozitiilor perturbate.

Demonstratie: Fie a = (ay,aq,...,a,) € A, cuvantul-cod transmis. Fara a restrange
generalitatea, sa presupunem ca au intervenit trei erori, pe pozitiile 7, j, k, fiind receptionat
vectorul

!/ !/ / /!
a = (ala ey Qi1 gy Qg 1y - - 7aj—17a’jaa'j+17 ey Qp—1, Qpy Qg 1y - - -y an)

unde a; # a;, a; # a;, aj, # a. Avem
0=aH"=a;(h)+ ... +ai(h)+...+aj(h;)+ ...+ ap(hg) + ... + an(hy)

pentru ca a € A, , iar (h1), ..., (h,) sunt coloanele matricii H.

Avem, de asemenea

aH" =ay(hi) + ...+ aj(h;) + ...+ dj(hy) + ...+ ap(he) + .+ an(hy).

Prin adunarea acestor doua egalitati se obtine:

Z =a'H' =aH"+a’H" = (0)+...4+(0)+(hi)+...+(h)+. ..+ () +(0)+...4+(0) =
(hi) + (hy) + (hg). q.ed.
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2.4 Pondere, distanta Hamming

Pentru orice cuvant x € Z', se numeste pondere numarul w(x) de componente nenule ale
lui x. Evident, 0 < w(x) < n.
Pentru doua cuvinte x,y € Z/, se numeste distan{a Hamming intre ele, numarul

d(Xa Y) = w(x - y)
Propozitia 2.1 d este o distanta definita pe Z; .

Demonstratie: Se verifica ugor proprietatile unei distante:
1. d(x,x) = 0;
2. d(x,y) =d(y,x);
3. d(x,y) +d(y,z) = d(x,2).

Ca o remarcd, deoarece x —y € Z, rezulta ca distanta Hamming dintre doud cuvinte
este ponderea unui cuvant din Z;'.
Cu ajutorul lui d, multimea Z se poate structura ca spatiu metric.

Definitia 2.6 Se numeste distanta (Hamming) a codului liniar A, C Z] cea mai mica
distanta (Hamming) dintre elementele codului A, j, adica

d= i d
o

Folosind proprietatea anterioara si faptul ca 0 € A,, ;, rezulta ca

d= min w(x).
XeAn,k ,x#0

Adesea valoarea d este introdusa printre parametrii generali ai codului, folosind notatia

de (n, k, d)-cod.

Teorema 2.4 Fie H matricea de control a unui cod liniar A, . Codul are distanta
minima d daca $i numai daca orice combinatie liniara de d — 1 coloane ale lui H este
liniar independenta st exista cel putin o combinatie lintara de d coloane liniar dependente.

Demonstratie: Pentru orice cuvant a, cu w(a) = s, aH”? este o combinatie liniara de s
coloane ale lui H. Cum exista un cuvant - cod de pondere minima egala cu distanta d
a codului, rezulta ca avem cel putin o combinatie de d coloane liniar dependente ale lui
H. O combinatie de mai putin de d coloane liniar dependente ar conduce la gasirea unui
cuvant - cod de pondere mai mica decat d, deci contradictie. q.e.d.

Definitia 2.7 Pentrur >0 six € Z7, definim sfera de raza r si centru X ca

Sp(x) ={y | d(x,y) <r}

d—1
Teorema 2.5 Fie A, C Z7 un cod liniar cu distanfa Hamming d. Dacd r = {T} ,

atuncs

X,y € Ang x#Zy = S NS (y)= @] .
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Demonstratie: Presupunem prin absurd ca exista z € Z), z € S.(x) N S,(y). Atunci
d(x,z) < r, d(y,z) < r deci, conform inegalitatii triunghiului, d(x,y) < d(x,z) +
d—1
dly,z) < 2r =2 5 < d, ceea ce contrazice afirmatia ca d este distanta minima
a codului A4, ;. q.e.d.
Evident, in fiecare astfel de sfera exista un singur cuvant - cod: cel aflat in centrul
sferei.

Definitia 2.8 Un cod liniar A, ), C Z; de distana minima d este perfect daca

zZr= ) S

XEAnyk

unde t = {E} )
2

2.5 Detectare si corectare de erori

Fie A, x C Z7 un cod liniar de distantd minima d si ¢t = % . Sa presupunem ca s-a
receptionat cuvantul z € Z};; va exista cel mult un cuvant x € A, astfel incat z € S;(x)
(in cazul codurilor perfecte, acest cuvant exista totdeauna).

In cazul (ideal) cand z = x, cuvantul a fost transmis fara erori (sau cu erori nede-
tectabile).

Daca z # x, atunci mesajul a fost perturbat (si avem o detectare de erori); in ipoteza
ca numarul de erori aparute este minim gi exista unx € A, i, astfel ca d(x,z) <t, atunciz
provine din cuvantul - cod X - $i se va transforma in acesta prin corectarea corespunzatoare
a erorilor.

In celelalte cazuri, z sau nu se poate corecta, sau se corecteaza gresit, in alt cuvant
cod.

Aceasta ultima situatie nu apare la codurile perfecte.

Metoda de detectare si corectare a erorilor descrisa mai sus se numeste decodificarea cea
mai probabila. Pentru marea majoritate a codurilor liniare aceasta este singura metoda
utilizata.

Fie C'C Z7 un cod liniar; pentru orice cuvant e € Z; formam multimea

Ve=e+C={e+x|xeC}

Ve este multimea cuvintelor w = e + x care pot fi receptionate la transmiterea cuvantului
- cod x, atunci cand a actionat un vector - eroare e. e va fi numit eroare - tip.
Se verifica imediat ca V, este subspatiu liniar al lui Z7' (a se vedea Observatia 2.1).

In particular, C =0 + C = Vj,.
Propozitia 2.2 Pentru oricca € V,, Vy= V.

Demonstratie: Din a € V, rezulta ca exista x € C' cu a =e + x. Deoarece x + C = C
(evident, C' fiind subspatiu liniar), avem V, =a+C =e+x+C =e+ C =V,. q.ed.
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Vom utiliza aceasta propozitie pentru definirea unei tehnici generale de decodificare.

Daca vrem sa detectam o anumita eroare - tip e care modifica cuvintele din C' in
cuvinte ale subspatiului Vg, atunci vor fi mai usor de depistat cuvintele din V, cu ponderea
minima.

Pentru fiecare V, se alege un cuvant numit reprezentantul lui Ve; acesta este un element
cu cea mai mica pondere nenula din V.

Se construiegte urmatorul tablou (numit tablou standard):

1. Pe prima linie se scriu cuvintele - cod, incepand cu 0 (reprezentantul lui C' = Vp);
2. Pe prima coloana se scriu reprezentantii 0,eq, es, .. .;

3. Pe linia cu reprezentantul e;, sub cuvantul cod x; se scrie cuvantul e; + x;( mod ¢).

Exemplul 2.8 Fie matricea generatoare G = é (1) (1)
Zz ={00,01,10,11} in A4 = {0000, 1001, 0111, 1110}.
Calculul multimilor Ve conduce la

1 ) peste Zy. Fa va codifica

VE]OOO = ‘/1001 = ‘/0111 = ‘/1110

Viooo = Vooor = Voo = Vi
Voo = Viiom = Voou = Viowo
Vooro = Vion = Vo = Viioo

Alegem ca reprezentanti pe 0000, 1000 (se poate gi 0001),0100,0010. Tabloul standard
va fi:

0000 1001 0111 1110
1000 0001 1111 0110
0100 1101 0011 1010
0010 1011 0101 1100

Pentru destinatar, acest tablou este ca un dictionar care se utilizeaza astfel: cuvantul
primit a se decodifica in cuvantul - cod din capul coloanei pe care se afia a.

De exemplu, daca se receptioneaza 1101, el se va decodifica in 1001.

FEvident, cuvintele de pe prima coloana se decodifica in ele insele (sunt cuvinte - cod
si nu au fost perturbate de nici o eroare).

Pentru orice cod liniar, un dictionar complet de tipul celui de mai sus constituie cea mai
simpla metoda de decodificare.

Problema apare atunci cand intr-o multime V. sunt mai multe cuvinte de pondere
minima. Atunci tabela va decodifica corect numai eroarea - tip aleasa ca reprezentant.

Astfel, revenind la Exemplul 2.8, cuvantul receptionat 1111 se decodifica in 0111
(considerand ca a fost alterat primul caracter).

Daca se ia insa drept reprezentant pe linia a doua 0001 in loc de 1000, a doua linie
din tabloul standard este
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0001 1000 0110 1111

Atunci, 1111 se decodifica in 1110 (considerind ultimul caracter ca fiind cel alterat de
canalul de transmisie). Care este cuvantul - cod corect transmis 7

Acest lucru nu poate fi decis. Singurul lucru care poate fi facut este sa se aleaga drept
reprezentanti erorile - tip cele mai probabile.

Pentru un (n, k) - cod peste Z,, un dictionar complet consta din toate cele ¢" cuvinte
posibile, lucru destul de dificil deoarece in practica codurile sunt destul de lungi (n > 100).

De aceea este utilizata o alta maniera de lucru care reduce mult marimea tabloului
standard.

Fie H matricea de control a unui (n, k) - cod liniar A,, ;; putem considera (Corolarul
2.1) ca liniile lui H sunt vectori liniar independent;i.

Teorema 2.6 Pentru orice e € Z, toate cuvintele din Ve au acelagi sindrom.
Demonstratie: Fie v € A, arbitrar si w = e + v. Avem
s=wH' =(e+Vv)H =eH" + vH" =eH" 4+ 0=eH".

Deci toate cuvintele din V. au sindromul egal cu sindromul lui e. g.e.d.

Invers, pentru fiecare sindrom — deci pentru fiecare cuvant s de lungime n — k, se poate
determina un vector - eroare e avand sindromul s.

Mai mult, s va fi ales astfel incat sa aiba pondere minima (conform decodificarii cele
mai probabile). Pentru aceasta, se rezolva sistemul de ecuatii liniare He? = s’ care are
solutie, deoarece liniile lui H sunt liniar independente.

Din multimea solutiilor alegem una de pondere minima, cu ajutorul careia construim
multimea V, a tuturor cuvintelor de sindrom s.

Pe baza celor de mai sus, se poate folosi urmatoarea procedura de decodificare:

1. La receptionarea unui cuvant w, se calculeaza sindromul s:
s = HwT.

2. Se afla eroarea - tip e cu sindromul s.

3. Se considera cuvantul - cod corect ca fiind v=w — e.

In acest fel, nu mai este necesar sa se retina tot tabloul standard; este suficient sa se
stie doar reprezentantii subspatiilor V, si sindromurile corespunzatoare.

Exemplul 2.9 Reluand codul definit in Exemplul 2.8, el are ca matrice de control

Calculand sindromurile reprezentantilor, se ajunge la tabloul:
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Sindrom Reprezentant
00 0000
01 1000
10 0010
11 0100

care reprezintd o reducere cu 50% a datelor stocate (comparativ cu tabloul standard).
De exemplu, la receptionarea cuvantului 1101, se calculeaza sindromul

0110 1] (1
1101 0| \1
1
Reprezentantul sindromului 11 este 0100. Efectuand operatia

1101 — 0100 = 1101 + 0100 = 1001

—_

(in Zy scaderea este de fapt adunare) se ajunge la cuvantul transmis, anume 1001.
Exemplul 2.10 Sa consideram codul liniar As 3 peste Zs definit de matricea de control
1 0210
= < 0112 2 )
Sindromurile sunt cuvinte de lungime 2 peste Zs3, deci in total noud cuvinte. Lista
sindromurilor si a reprezentantilor este:

Sindrom Reprezentant
00 00000
10 10000
01 01000
22 10010
11 11000
02 00001
20 20000
12 00010
21 00100

De remarcat ca un tablou standard pentru acest cod are dimensiunea 9 X 27 §i confine
243 cuvinte; volumul de date s-a redus deci cu 92%.
Sa presupunem ca s-a trimis cuvantul cod 01221 si s-a receptionat 01201.

Sindromul este
(1
S\ 2
deci e = 00010, decodificarea este
v=w—e = 01201 — 00010 = 01221.

— O
— N
N =
N O
N——

— o NN = O

Decodificarea a fost corecta deoarece eroarea - tip aparuta a fost una din cele selectate
prin reprezentanti.
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2.6 Exercitii

2.1 Sa se construiasca coduri liniare care sa transforme cuvantul (ay,as, ..., a,) € Zy

m:
1. (alaalaa17a27a27a27"'7anaanaa'n);.
(a1,b1,a2,be, ... ,an,b,) unde by = ay,be = a; + as, by, = ay + ... + ap;

2.
3. (a1,2an,3as,4a, 1, .. .).

2.2 Un cod liniar peste Zs are urmatoarea matrice generatoare:

1
G=1 2
1

— NN
DN i~ W
O = =
_ O N

Sa se afle matricea de control.
2.3 Aceeasi problema pentru Z.

2.4 Determinati daca urmatorul cod liniar binar este sistematic sau nu.:

110000
G=10011T11
000O0T11

Daca nu, gasifi un cod sistematic echivalent.

2.5 Gasiti matricea generatoare a unui cod liniar binar care are matricea de control:

1 01 1000
1110100
H = 1100010
001 0O0°O0°1
2.6 Se da matricea de control
1 10101
H = 110010
1 01 100

a unui cod liniar binar.
Sa se decodifice mesagjele 110110,  010100.

2.7 Descriefi dualul (6,3) - codului binar descris de ecuatiile:
T1 = T4, T2=Ts, T3= Tg-

2.8 Fie A un cod liniar binar obtinut din toate sumele posibile ale cuvintelor 101011,011101,011010.
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1. Aflati o matrice de control a codului.

2. Aflati un tablou standard si decodificati 111011.
2.9 Demonstrati ca codul lintar binar descris de ecuatiile
T3 =21 +T2, Tg4=2T1, T5=2T1+ T2
corecteaza o eroare. Construiti tabloul standard.

2.10 Construiti o tabela de sindromuri de decodificare pentru:
1. Codul cu repetitie de lungime 7;

2. Codul din Fxercitiul 2.7;

3. Codul peste Z3 cu matricea generatoare:

1
G=|0
0

O = O
— O O
= O N
O =N

2.11 Fie un cod liniar A, C Z; si tabela de sindromuri de decodificare corespunzatoare.
Definim o operatie de decodificare ¢ = Z;' — Ay cu proprietatea: Vv € A, x, Ve reprezen-
tant din tabela, ¢(v +e) = v. (¢ corecteaza erorile - tip din tabela standard). Sa se arate
ca atunci ¢ nu corecteaza nici o alta eroare - tip: daca e nu este un reprezentant din
tabeld, atunci exista v € A, cu ¢(v+e) #v.

(Altfel spus, decodificarea cu sindromuri este optimala).
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Capitolul 3

Coduri liniare - 11

3.1 Capacitati de detectare si corectare a erorilor

Dupa cum am vazut pa na acum, un cod liniar este un spatiu liniar, codul dual este
complementul sau ortogonal etc. Ceea ce intereseaza aici este depistarea unor coduri cu
proprietati deosebite in detectarea si corectarea erorilor. Aceste proprietat i sunt legate
in special de distanta minima a codului. Vom prezenta pentru inceput cateva rezultate
legate de diverse margini relativ la distanta, numarul de simboluri de control, informatie
etc.

Teorema 3.1 Un cod liniar A,y C Z; are distanfa minima d daca i numai daca poate
detecta orice combinatie de mazxim d — 1 erori.

Demonstratie: Daca se transmite un cuvant a € A, si apar t (0 < ¢ < d) erori, se va
receptiona cuvantul a+e € Z}' cu w(e) = t.

Deoarece d(a,a+e) =t, rezulta a+ e € A, x, deci se detecteaza eroare.

Afirmatia reciproca este evidenta. q.e.d.

Teorema 3.2 Un cod liniar A, C Z; are distanfa minima d dacd i numai daca poate

corecta orice combinatie de t < [T] erort.

Demonstratie: Fie t un numar intreg pozitiv; sa presupunem ca d < 2t si vom arata ca
exista erori - tip de pondere t (numite si pachete de t erori independente) care nu pot fi
corectate de codul A, j.

Aceasta va duce la concluzia ca d > 2t 4 1, adica A, ; poate corecta orice pachet de

t < | ——| erori.
2

Fiea,b € A, cud(a,b) =dsiiy, i, ..., 14 toti indicii in care a difera de b. Alegand

d d+1
5 <t< ,avem d < 2t (t astfel ales este minim).
Sa presupunem ca se trimite a i se receptioneaza cuvantul a’ = (a}, a, ..., al,) unde
a; (: bl> daca Z'%’il,l'Q,...,?:d,
!/ v . . .
a; =< b daca @ =1y,13,...,
a; daca i:ig,i4,...

31
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Atunci, evident d(a,a’) = [%} =tsid(@,b) = Bl} <t =d(a’,a). Aceasta va duce
la decodificarea lui a in b - incorect.

Sa presupunem acum d > 2t + 1. Atunci codul A, ; poate corecta orice pachet de ¢
erori.

Pentru a arata aceasta, sa presupunem ca se trimite un cuvant - cod a si se primeste
un cuvant a’ cu d(a,a’) < t¢. Pentru orice cuvant - cod b (deci cu d(a,b) > d > 2t 4 1)
avem, conform inegalitatii triunghiului:

d(a,a’) +d(a’,b) > d(a,b) > 2t +1

de unde rezulta d(a’,b) >2t+1—d(a,a’) >2t+1—-t=t+1>d(a’,a).
Deci, in ipoteza celei mai probabile decodificari, a’ se va decodifica in a. q.e.d.

Teorema 3.3 Distanta minimd a unui (n, k) - cod liniar verifica relatia
d<n-—k+1.

Demonstratie: Vom separa demonstratia in doua parti:

A: Fie A, ; un cod sistematic. Atunci primele £ simboluri din orice cuvant - cod pot
fi alese arbitrar (ele formeaza mesajul de informatie, un element arbitrar din Zé“). Fie
v € A, cuvantul de forma v = 100...00x410k42 ... v,. Evident, 0 < w(v) <n —k + 1.

Cum d este cea mai mica pondere a unui cuvant - cod nenul, rezulta inegalitatea
ceruta.

B: Fie A, un cod liniar arbitrar si A , codul liniar sistematic echivalent. Se observa
ca cele doua coduri au aceiasi parametri n, k, d. Folosind acum A, inegalitatea se obtine
din nou. q.e.d.

Teorema 3.4 In orice cod liniar A, C Z;L avem

ng* (g —1)

d<
¢"—1

(marginea Plotkin)

Demonstratie: Sa consideram elementele din A, ; asezate ca linii ale unui tablou. Se
obtine un tablou cu ¢ linii i n coloane. Fiecare componentd nenuld din Z, apare pe
fiecare coloana in ¢*~! linii. Atunci, suma ponderilor tuturor cuvintelor - cod este egala
cu ng* (g — 1) deoarece fiecare componenta nenuld apare de ¢*~* ori in fiecare coloani
si avem ¢ — 1 componente nenule distribuite pe n coloane.

Distanta minima a codului nu poate sa depaseasca ponderea medie a cuvintelor codu-
lui, adica

g a—1)
< -1

deoarece In A, ; sunt ¢* — 1 cuvinte nenule. q.e.d.

Teorema 3.5 Fie A, ; un cod liniar peste Z, care corecteaza orice combinalie de mazim
t erori. Intr-un asemenea cod sunt necesare cel putin

n—k>logl+Cqg—1)+C*qg—1)2+... 4+ Cl(qg—1)]

pozitii de control (marginea Hamming).
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Demonstratie: Pentru ca A, ) sa corecteze orice combinatie de cel mult ¢ erori, este
necesar ca fiecare astfel de eroare - tip sa fie un reprezentant in tabloul standard; deci sa
fie caracterizata printr-un sindrom distinct.

Sunt ¢"* sindromuri distincte, deci acesta este numarul maxim de erori care pot fi
corectate de cod. Din cele ¢"~* sindromuri, 1 trebuie si fie pentru 0 erori, C}(g — 1) —
pentru erori - tip simple (cuvinte e cu o singurd componenti nenuld), C?(q —1)? — pentru
erori duble etc.

Deci, este necesar ca

F>1+CHg 1)+ C2qg— 1)+ ...+ Cl (g — 1)
Apoi se logaritmeaza. q.e.d.

Teorema 3.6 Daca
n—k > logg,l+ Colg—1)+C(g—1)+ ...+ C’g:f(q - 1)d_2]

atunci exista un cod liniar Any C Z] cu distanta minima d (marginea Varsamov -

Gilbert).

Demonstratie: Pentru ca sa existe un cod liniar A, ; peste Z, cu distanta minima d este
suficient (Teorema 2.4) ca orice coloana din matricea de control H,,_j ,, sa nu fie combinatie
liniara a altor d — 2 coloane, in acest fel ne-existand nici o combinatie liniara intre d — 1
coloane ale lui H.

Aceasta conditie este echivalenta cu

" F-1>C(qg-D)+C2(g—1)°+...+C3(g— 1)

Aici, ¢" % — 1 reprezinta numarul total de coloane distincte nenule care pot apare in
matricea H. Semnificatia termenilor din membrul drept este evidenta; astfel, de exemplu
C?_,(q—1)? reprezintid numarul combinatiilor liniare cu coeficienti nenuli a doua din cele
n — 1 coloane etc.

Apoi se logaritmeaza. q.e.d.

Fie A, C Z' un cod liniar pentru care d > 2t + 1 (deci cu capacitatea de a corecta
orice combinatie de maxim ¢ erori independente). Reamintim ca in prelegerea precedenta
am definit pentru orice x € A, sfera centrata in x prin

Si(x) ={y € Z; | dx,y) < t}.
Mai introducem si suprafata (scoarta) acestei sfere, definita:
Ax) ={y € Z7 | d(x,y) = t}.

Vom nota numarul de elemente ale fiecareia din cele doua multimi prin

Sp=[Sx), A= |A(x)]
(datorita proprietatii de omogenitate a spatiilor liniare, valorile S; si A; sunt aceleasi
pentru orice X € Z').
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Au loc relatiile evidente:
t
A<S,  Si=) A
i=0

Deoarece sferele de raza ¢ centrate in cuvintele codului A, ; sunt disjuncte, avem
q"S; < q".
Aici, ¢* reprezinta numarul de cuvinte - cod, iar ¢" - numarul total de cuvinte din Zy.
Din aceasta relatie se obtine imediat

n—k > logySt,

cunoscuta sub numele de inegalitatea volumulus.
Ea mai poate fi gasita si sub forma
k

1
— < 1— —logySt.
n n

k
Raportul — se numeste rata de informatie si da o masura a cantitatii de informatie pe
n
care o poarta un cuvant - cod. O rata de informatie mica (mai multe simboluri de
control) asigura o securitate mai mare a datelor transmise. In schimb, conditii practice
de eficienta cer o rata de informatie cat mai mare (mai multa informatie pe unitatea de
mesaj). Aceasta este una din solicitarile contradictorii ale teoriei codurilor.

3.2 Modificari ale codurilor liniare

Adesea este imposibil sa se utilizeze un cod bun deoarece el nu satisface anumite restrictii
tehnice, cum ar fi lungimea sau rata de informatie. De aceea este util sa se aplice anumite
prelucrari asupra codurilor, care sa nu afecteze proprietatile principale de detectare si
corectare a erorilor.

Definitia 3.1 Numim extensie a unui (n,k) - cod liniar A,y C Z, (n+1,k) - codul
liniar A, L1 Oblinut din Ak prin adaugarea la fiecare cuvant - cod ajas...a, a unui
n+1
simbol nou a,1, cu proprietatea Z a; =0 (mod q).
i=1
Observatia 3.1

e [n cazul binar, noul caracter a,,1 poarta numele bit de paritate.

Daca H este matricea de control a codului Ay, atunci codul extins Ay, are

matricea de control
0

—_
—_
—_
—_
—_

De fapt, ultima linie reprezintd ecuatia Z ;= (¢ — 1)Tpi1.
i=1
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e Daca un cod liniar binar A, ) are o distanta minima impara d, atunci codul extins
are distanta minima d + 1. Intr-adevar, fie a = ajas...a, € Apyp cu w(a) = d.

n
Cum d este impar, rezultd Z a; =1 (in Zs), deci apiq = 1.

i=1
Cuvantul &' = ayay...a,1 € Ay, w(@) =d+1 si nu se poate construi un alt
cuvant - cod in Ay, de pondere mai micd.

Definitia 3.2 Fie A, C Zy.

1. "Relazarea” lui A, ) este un cod liniar Zn_l,k obtinut prin stergerea ultimului simbol
din cuvintele lui Ay, j;

2. "Completarea” lui A,y este un cod definit A}, = App U (Ayp + 1) (unde 1 este
cuvintul cu toate elementele 1, iar suma se face modulo q);

8. "Ezpurgarea” lui Apy este codul Ay, ={a € Any | w(a) =0 (mod 2)}.
Observatia 3.2

e Relaxarea este operatia inversa extensiei.

e Prin completarea si expurgarea codurilor liniare se obfin coduri lintare numai in
cazul binar. In celelalte cazuri, noile multimi rezultate nu sunt spatii liniare.

Propozitia 3.1 Prin completarea unui cod liniar binar A, i se obtine un cod liniar binar
Ap g1 cu un numar dubly de cuvinte - cod.

Demonstratie: Completarea unui cod binar C' inseamna adaugarea la cuvintele - cod ale
lui C' a tuturor cuvintelor obtinute prin complementare (schimbarea lui 0 in 1 si a lui 1
in 0).

Fie G, matricea generatoare a codului A, ;. Se verifica usor ca matricea

G

/ —_—
k+1n —

11 ... 11

genereaza A, U (14 A, ). Acest cod are k41 pozitii de informatie si lungime n. Fiecare
din cele doua submultimi are un numar egal de elemente. q.e.d.

Propozitia 3.2 Orice cod liniar binar are sau toate cuvintele - cod de pondere para, sau
numarul cuvintelor - cod de pondere para este egal cu al celor de pondere impara.

Demonstratie: Fie C' un cod liniar binar cu un cuvant v; de pondere impara. Sa pre-
supunem ca vy, Va,..., Vs sunt toate cuvintele lui C; atunci C' = C' + v;.

Pentru orice cuvant - cod v; de pondere para (impara), vy + v; are pondere impara
(para). Pentru a justifica aceasta afirmatie, sa presupunem ca w(vy) = 2p+1, w(v;) = 2¢
iar vi i vi au 1 pe r pozitii comune. Atunci w(v; + vy) = w(v;) +w(vy) — 2r (pentru ca
1+1=0)=2p+1+4+2¢—2r=2s+ 1.

Similar se argumenteaza si in cazul cand v; are pondere impara.

Deci adunarea cu vy defineste o corespondenta biunivoca intre cuvintele - cod de
pondere para si cele de pondere impara, ceea ce completeaza demonstratia. q.e.d.
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Corolarul 3.1 Ezxpurgarea unui cod liniar binar C este tot C' sau un cod liniar binar
avand ca elemente jumatate din elementele lui C'.

Matricea generatoare Gy, a lui Ceyy, se poate obtine din matricea G' a lui C' astfel: daca
toate liniile lui G' sunt vectori de pondere para, atunci cele doua coduri coincid.

Altfel, fie G = [e1,eq,..., €5, €5:1,...,€K]L In care - fard a micgora generalitatea,
putem presupune ca primele s au pondere impara, iar celelalte kK — s au pondere para.
) o T
Atunci Geyp = [0,€2 +€1,...,65 +€1,€541 ... €] . qed.

Exemplul 3.1 Sa construim codul Ayo peste Zs de matrice generatoare

1010
G_(0111)‘

Ea codificd cele 9 elemente din Z3 in
Ay 2 ={0000,0111,0222,1010, 1121, 1202, 2020, 2101, 2212}.
Codul liniar relazat Az = {000,011,022,101, 112,120,202, 210,221} este generat de

matricea
1 01
Gret = ( 011 )

Constructia a fost posibila deoarece prin eliminarea ultimei coloane, liniile ramase sunt
tot liniar independente.

Daca acest lucru nu este realizabil, se cauta k cuvinte - cod in A, cu proprietatea
ca dupa eliminarea ultimei componente, ele sunt liniar independente. Acestea formeaza
liniile noit matrici generatoare.

Codul completat este

0000 0111 0222 1010 1121 1202 2020 2101 2212
1111 1222 1000 2121 2202 2010 0101 0212 0020

De remarcat ca el nu este un spatiu liniar (nu este inchis la adunarea din Zs).
Codul expurgat are cinci elemente: {0000, 1010, 1121,2020,2212}. Nici acesta nu este
cod liniar.

Exemplul 3.2 Sa reluam matricea generatoare din Exemplul 19.4, dar pentru un cod
liniar peste Zy. Codul generat de G este Ayo = {0000,0111,1010,1101}.
Toate codurile modificate sunt in acest caz coduri liniare. Astfel

e Codul relazat A, = {000,011,101,110} este generat de aceeasi matrice G din
Ezxemplul 19.4.

e Codul completat Aom = {0000,0111,1010,1101,1111,1000,0101,0010} este un cod
liniar generat de matricea

1010
Geom=1] 0111
1111

e Codul expurgat A.., = {0000,1010} este un cod liniar generat de matricea

10 10
G“‘(o 00 0)'
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3.3 Detectarea si corectarea simultana a erorilor

Sa incepem cu un exemplu.

Exemplul 3.3 Fie (7,4) - codul liniar binar avand matricea de control

0001111
H=10110011
1010101

El are distanta minima d = 3, deci poate detecta 2 erori si poate corecta o eroare (Teo-
remele 19.1,3.2). Totusi, codul nu poate realiza simultan ambele deziderate.

Mazi precis, atunci cand codul este utilizat pentru corectare de erori, erorile duble scapa
nedetectate. Astfel, daca se trimite 0000000 si se receptioneaza 1010000, sindromul este
010. Tabloul standard conduce la corectarea celui de-al doilea bit, si decodifica (incorect)
in cuvantul - cod 111000.

Uneori nsa, se solicita in mod explicit un cod capabil sa detecteze si sa corecteze erori in
acelagi timp.

Definitia 3.3 Un cod C de lungime n corecteaza t erori si detecteaza s erori simultan
daca orice cuvant - cod v are urmatoarea proprietate:

Vxe Z; [dx,v)<s = VaeC\{v}, d(x,a)>t].

In aceastd situatie, detectarea si corectarea simultani a erorilor se realizeazi astfel: la
receptionarea unui cuvant x € Z;' se cautd cel mai apropiat cuvant - cod v (in sensul
distantei Hamming). Daca d(x,v) < t atunci cuvantul se corecteaza in v; altfel, se anunta
ca cel putin s simboluri sunt modificate.

Justificarea acestui procedeu rezulta imediat din definitie.

Teorema 3.7 Un cod liniar corecteazat erori si detecteaza s erori simultan daca si numas
daca
d>t+s+1.

Demonstratie: A: Sa presupunem d >t + s + 1.
Fie v un cuvant - cod si x € Z} cu d(v,x) < s. Pentru orice cuvant - cod v’ (v'v) avem
div,v') >d>t+ s+ 1.

Folosind inegalitatea triunghiului,

d(v,x) +d(x,v") >d(v,v') >t +s+1,

se deduce
dx,v)>t+s+1—-d(v,x)>t+s+1—s=t+1.

Deci, conditia din Definitia 20.3 este indeplinita.

B: Sa presupunem prin absurd d < t + s + 1.

Fie v, v/ doua cuvinte - cod cu d(v,v') = d < t+s. Construim cuvantul x din v in felul
urmator: daca d < s atunci x = v’; altfel se inlocuiesc primele s simboluri in care acesta
difera de v’, cu valorile lor din v/. Atunci d(v,x) =ssid(v,x)=d—s<t+s—s=t,
ceea ce contrazice conditia din Definitia 20.3. q.e.d.
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Exemplul 3.4 Sa consideram (8,4) - codul liniar binar generat de matricea

10001110
c_loroo1r 100
“loo101011

00010111

El are distanta minima d = 4, deci - conform Teoremei 3.2 poate corecta maxim o eroare,
1ar conform Teoremei 3.7 poate corecta o eroare si detecta simultan doud erori.

Astfel receptionarea cuvantului 11110010 conduce la corectarea sa in 10110010 (deoa-
rece d(11110010, 10110010) = 1 si 10110010 este cuvant - cod).

In schimb receptronarea cuvantului 00001111 anunta ca au aparut cel putin doua erori.
In aceastd situatie, nu mai pulin de patru cuvinte - cod (00010111,00101011,01001101,
10001110) sunt situate la distanta 2 de cuvantul primit.

Exemplul 3.5 Codul binar cu repetitie de lungime 7 (care are 2 elemente: 0000000 si
1111111 ) poate realiza una din condiiile:

e (Corecteaza 3 erori;
e Detecteaza 6 erori;

o Corecteaza 2 erori si detecteaza 4 erori simultan.

3.4 Probabilitatea nedetectarii erorilor

Sa ne punem urmatoarea problema: care este probabilitatea ca la transmiterea unui
cuvant - cod a sa fie receptionat alt cuvant - cod b (b # a). Altfel spus, care este proba-
bilitatea ca o eroare sa scape nedetectata ?

Notand cu e = b — a, o eroare este nedetectata daca si numai daca e este un cuvant
- cod nenul.

Vom considera un canal de transmisie binar simetric, adica un canal in care singurele
simboluri transmise sunt 0 si 1, iar probabilitatea p (0 < p < 1) ca la transmiterea lui 0
sa fie receptionat 1 este egala cu probabilitatea ca la transmiterea lui 1 sa se receptioneze
0.

Intr-un astfel de canal, daci w(e) =1 (adica au fost perturbate la transmisie i carac-
tere), probabilitatea de aparitie a erorii - tip e este p'¢" ™%, unde ¢ = 1 — p.

Notand cu A; numarul cuvintelor - cod cu ponderea i, probabilitatea P,.q a unei erori
nedetectabile este suma probabilitatilor piq"~*, fiecare termen aparand de A; ori pentru
1=1,2,...,n.

Formal,
Pned = Z Azplqn_z
i=1
Cum Ay = Ay =... = As_1 =0, suma se reduce la P,.q = Z Aplg™.

i=d
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Exemplul 3.6 Sa consideram un (7,4) - cod liniar binar definit in Exemplul 19.6. Cele
24 = 16 cuvinte - cod ale sale sunt: un cuvant de pondere 0, cdte sapte cuvinte de pondere
3 si respectiv 4 si un cuvant de pondere 7. Atunci

Pned = 7p3q4 + 7p4q3 + p7

Daca folosim acest cod intr-un canal binar simetric cu eroare de probabilitate p = 0.01,
avem
Preq = 7(0.01)*(0.99)* + 7(0.01)*(0.99)* + (0.01)" =~ 7 x 107°

deci — in medie — apar cam sapte erori nedetectabile la un milion de cuvinte transmase.

Definitia 3.4 Polinomul de variabila x € [0, 1] definit
P(z) = Z Ax’
i=0

unde A; este numarul de cuvinte de pondere i din codul liniar A, se numeste "numara-
torul de ponderi” al codului A, .

Exemplul 3.7 Codul definit in Exemplul 19.5 are numaratorul de ponderi
P(z) =1+ 2 + 22°

Propozitia 3.3 Fie A, un cod liniar binar cu numdardator de ponderi P(x). Probabili-
tatea aparitier unei erori nedetectabile la folosirea codului A,, i, intr-un canal binar simetric

este
J— {P (E) = 1} .
q

Demonstratie: Relatia de definitie a lui P,.q se poate rescrie

Y AT =q") A (g) .
=1 1=1

Deoarece Ag = 1 (singurul cuvant - cod de pondere 0 este cuvantul - cod 0), expresia

devine in continuare '
P\ | _alp(P
E A; (—) —1| =¢q {P (—) — 1} . q.e.d.
i=0 q 4

3.5 Identitatea MacWilliams

Pned = qn

In acest paragraf vom arata un rezultat care face posibila determinarea numara-torului
de ponderi Pri(x) al dualului C* unui cod liniar C, direct din numaratorul de ponderi
Po(z) al codului C.

Propozitia 3.4 Fiex € Z} si A, un (n, k) - cod liniar binar. Atunci are loc egalitatea

1 w | 1 daci xe AL,
?Z(_D —{o altfel

veA
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Demonstratie: Daca x € Aik atunci evident, (—1)¥* = (—1)° = 1 si suma este egald cu
numarul de cuvinte - cod din A, , care este 2k,
Sa presupunem acum ca X ¢ An i; deci exista un cuvant - cod vp € A cu vox = 1.
Vom arata ca in acest caz, numarul cuvintelor - cod ortogonale pe x este egal cu cel
al cuvintelor - cod ne-ortogonale pe x (si deci suma din formula este 0).
Fie v1,vsa, ..., v, toate cuvintele - cod ortogonale pe x. Facem afirmatia ca atunci
V1 + Vg, Vo + Vg, ..., Vyr + Vg sunt toate cuvintele - cod ne-ortogonale pe x.
Intr-adevir:

1.Vi(1<i<r) (vitve)x=vix+vex=0+1=1;

2. Daca v € A, verifica relatia vx = 1, atunci v — vg este un cuvant cod - ortogonal
pe X, deci v — vg = v;j pentru un anumit z. q.e.d.

Teorema 3.8 (Identitatea MacWilliams) Pentru orice (n, k) - cod liniar binar C' are loc

relatia
Po(z) = 15" b <1 - 9”) .

2k 142z

Demonstratie: Sa rescriem numaratorul de ponderi sub o forma putin diferita:
n
— § AZ:EZyTL—Z
=0

Evident, deoarece P(x) = B(z,1) si B(z,y) = y"P (E>, cele doua expresii sunt echiva-
Y
lente.

In notatia cu polinomul B, identitatea MacWilliams se scrie

1
BC( I,y+l’)

BC”-( ) ok

Cu ajutorul ponderii cuvintelor - cod, numaratorul de ponderi are forma
n
T y) _ Z Azxzyn—z _ wa(a)yn—w(a)
=0 acC
unde a = (a, az,...,a,).

Prelucrand membrul drept al identitatii MacWilliams, avem:

Bc(y—x,y—l—x):Z(y_x>w(a)<y+xnw ZHy+ 1)%] .

aeC acC i=1

In mod analog, membrul stang se scrie:

BCJ- T y Z xw(a n— w(a

acC+t
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Folosind Propozitia 3.4, el se poate reformula:

Betr) = Y [Qi z<—1>av] )

aczy veC

Expresia din paranteze este 0 pentru toate cuvintele a care nu sunt in C+. Deci

BcL T y k Z Z va w n w(a)'

veCaeZy

Suma interioara se face dupa toate secventele binare a de lungime n. Vom ordona aceasta
suma dupa ponderile lui a: pentru a = 0 sumandul este y™; pentru cuvintele a de pondere
L avem: [(—1)" + (=1)2 4 ...+ (=1)*]zy" ! etc.

In final, pentru ponderea n avem [(—1)% + ... + (=1)*]z".

Suma tuturor acestor sumanzi Z[(—l)‘”l + .. 4 (—1)%%]aky"F este egald cu
k=0

[y+(—U“mHy+(—D”xk-{y+(—U%x%=IIb+%—1V%I

1 - 1
Deci Bei(z,y) = o ZH szC( —z,y+z). qed.
cC i=1

Exemplul 3.8 Sa consideram codul Aso din Exvemplul 19.5 al carui numarator de pon-
deri a fost dat in Exemplul 3.7. Pentru codul dual, numaratorul de ponderi este

(1+z) l1—2x (1+z) 1—z\? 1—z\°
P =P = 1 2

a1, (@) I 1 \1rz) T\
(4ot + (42 —2)+2(0+2)(1 —2)® 4442?4827
= B 4

=1+ 2>+ 223
Deci cele doua coduri au acelasi numarator de ponderi.
Aceasta nu inseamnd insd cd cele doud coduri coincid (si deci codul ar fi auto - dual);
a avea acelasi numarator de ponderi este doar o conditie necesard, nu si suficientd pentru

ca un cod sa coincidd cu dualul sau.
Ca o verificare, Ay = {0000,0111,1010,1101}, iar Ay, = {0000,0101,1011,1110}.

Exemplul 3.9 Fie codul liniar cu repetitie de lungime para n C = {00...0,11...1};
numaratorul lui de ponderi este Po(x) =1+ 2. Codul dual are numdratorul de ponderi

14 z)" 1—z\"
Hﬂ@)zﬂj;i[1+<l+x)]:1+C&ﬁ+cﬁ4+“.+ﬂ
i

Rezulta din aceasta forma ca dualul codului liniar cu repetitie este codul liniar binar al
tuturor cuvintelor de lungime n st pondere para.
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3.6 Exercitii

3.1 In Z3 nmotam cu X cuvantul oblinut din x prin permutarea caracterelor O si 1 intre
ele. Sa se arate ca pentru orice a,b € Z3:

I.a+b=a+b;
2.a+b=a+b=a+b;
3. d(a,b) = d(a,b) = w(a +b).

3.2 Descrieti codurile modificate obtinute din codul liniar binar cu matricea genera-toare

G:

—_ 0
—_ O
—
—_—_ o
O = O

3.3 Aceeasi problema pentru codul peste Zs definit prin
1 00 2 2
G=| 010 01
00110
3.4 Fie A,y un (n, k) - cod liniar binar si A; ;- codul obtinut din A prin expurgare.

Ce relatie exista intre matricile de control ale celor doua coduri ?

3.5 Aratati cum poate codul binar cu repetitie de lungime 7 sa corecteze doud erori i sa
detecteze 4 erori simultan. Cate erori poate detecta daca corecteazd o eroare ¢

3.6 Fie un (15,4) - cod liniar binar in care fiecare coloand i din matricea generatoare
este scrierea binara a lui © sub forma unui vector cu 4 componente. Sa se determine
distanta minima, numaratorul de ponderi si numaratorul de ponderi al codului dual.

3.7 Fie C un (2k + 1,k) - cod binar astfel ca C*+ C C. Descrieti C+\ C.



Capitolul 4

Clase de coduri liniare

4.1 Coduri Hamming

Fie H matricea de control a unui cod liniar binar. Daca se transmite un cuvant - cod
a gi se receptioneaza a + e (deci cu eroarea - tip e), atunci sindromul este e H?. Acest
sindrom este egal cu suma coloanelor lui H care corespund pozitiilor afectate de erori
(Prelegerea II, Teorema 2.3).

In particular, o eroare care apare pe o pozitie corespunzatoare unei coloane nule din
H nu influenteaza sindromul. Deci, o astfel de eroare nu este detectata.

Daca H are doua coloane identice si se intampla ca pe pozitiile corespunzatoare lor sa
apara simultan erori, acestea se anuleaza reciproc in calculul sindromului - gi deci nu pot
fi detectate.

Pe de-alta parte, daca toate coloanele lui H sunt distincte gi nenule, o eroare singulara
pe pozitia s va face ca sindromul sa fie egal cu coloana numarul s din H. In acest caz,
erorile singulare pot fi detectate si corectate foarte usor.

Pe baza acestor observatii am demonstrat teorema:s:

Teorema 4.1 Un cod liniar binar poate corecta o eroare daca st numai daca matricea sa
de control are toate coloanele nenule si distincte.

Pentru a se putea corecta toate erorile simple, trebuie sa existe sindromuri distincte pentru
fiecare eroare - tip; deci, conform marginii Hamming (Prelegerea III, Teorema 3.5),

2"k > 41,
Pe baza acestor considerente se defineste codul Hamming binar:

Definitia 4.1 Codul liniar binar in care coloanele matricii H sunt reprezentarea binara
a numerelor 1,2,...,2" — 1 este numit cod Hamming binar.

Deci, pentru orice numar natural r (r > 2) se poate construi un (n, k) - cod liniar binar
imcaren=2"—-1, k=2"—r —1.

De remarcat ca definitia nu determina pentru fiecare r in mod unic matricea de control
a codului Hamming. De obicei se considera acea matrice H in care coloana ¢ reprezinta
scrierea n binar a numarului i. Deoarece codul este echivalent cu un cod sistematic (exista
coloane pentru 20,21 ... 2771 toate celelalte reprezentari au aceleasi proprietati.

43
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Exemplul 4.1 Pentru r = 3 avem codul Hamming de lungime n = 23 —1 = 7 cu
k=23 —3—1=4 simboluri de informatie si 3 simboluri de control. Matricea de control
este:

0001111
0110011
1010101

De aici rezulta ca el este determinat de solutiile sistemului liniar:

$4+£E’5+$6+Z‘7:O
$2+ZE3+$6+LL’7:O
ZE1+CL’3+I5+ZE7:O
Sa determinam matricea generatoare a acestui cod. Pentru aceasta, construim intai codul
sistematic echivalent, permutand coloanele pentru a aduce matricea de control la forma
esalonata canonic:

0111100

Hi;,=11011010

1101001

De aici se obfine matricea generatoare esalonata canonic:
1000011

oo 0100101

T 1o 010110

0001111

Aplicand permutarea inversd asupra coloanelor, se obtine matricea generatoare a (7,4) -
codulut Hamming binar:

Gar =

—_ O = =

_ O =
o O O =
— == O
O O = O

1

Coloanele corespunzatoare matricii unitate (3,5,6,7), reprezintd pozitiile simbolurilor de
informatie tn fiecare cuvant - cod.

Deci simbolurile x1, x9, x4 sunt simboluri de control. Sistemul de sus poate fi rearanjat
pentru a permite calculul simbolurilor de control plecand de la simbolurile de informatie:

rn = x3 + x5 + X7
To = T3 + X + @7
Ty = Tz + T + T7

Toate cuvintele codului sunt:

Informatie Cuvant cod | Informatie Cuvant cod
0000 0000000 0110 0110011
1000 1000011 0101 0101010
0100 0100101 0011 0011001
0010 0010110 1110 1110000
0001 0001111 1101 1101001
1100 1100110 1011 1011010
1010 1010101 0111 0111100
1001 1001100 1111 1111111
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Teorema 4.2 Orice cod Hamming binar are distanta minima 3.

Demonstragie: Evident, orice doua coloane din matricea de control sunt liniar indepen-
dente. In plus, se pot gasi trei coloane (de exemplu primele trei) a caror suma sa fie 0.
Conform Teoremei 2.4 (Prelegerea II), distanta minima a codului este 3. q.e.d.

Deci orice cod Hamming binar poate corecta o eroare sau poate detecta doua erori.
El nu poate realiza acest lucru simultan (nu verifica conditia d > s+t + 1 din Teorema
3.7, Prelegerea I11).

Decodificarea se realizeaza foarte simplu, conform urmatorului algoritm:

Algoritm A:
Fie a vectorul receptionat.

1. Se calculeaza sindromul s = aH” .

2. Daca s = 0, nu a aparut nici o eroare (sau eroarea este nedetectabila),
deci v =a, STOP.

3. Altfel, eroarea este pe pozitia i, unde i este numéarul a carui reprezentare
in binar este sindromul s.

Decodificarea este v = a + e;, unde e; este vectorul care are 1 pe pozitia
7 g1 0 1n rest.

Exemplul 4.2 Sa consideram din nou (7,4) - codul Hamming binar din Exemplul 19.4
$i sa presupunem ca s-a receptionat cuvantul x = 0011101. Calculul sindromului conduce

la valoarea
1

xH' =1 0
1
care este scrierea in binar a numarului 5. Deci a intervenit o eroare simpla pe pozitia a

cincea. Corectam aceasta pozitie — schimband 1 cu 0 si se obtine cuvantul - cod 0011001,
care pe pozitiile 3,5,6,7 contine mesajul de informatie: 1001.

Codul Hamming binar poate fi imbunatat it prin extensie. Aceasta operatie conduce la
un (27,2" —r — 1) - cod liniar, cu toate cuvintele - cod de pondere para.

Exemplul 4.3 Prin eztensia (7,4) - codului Hamming se obtine codul cu matricea de
control

= o o
= o = O
—_] == O
= O =

1
0
1
1

o = =
== =
o o o

De remarcat ca H* are rangul 4; in plus, toate liniile acester matrici sunt cuvinte -
cod in codul Hamming binar extins. Deci H* poate fi considerata matrice generatoare a
acestui cod. Rezultd ca (8,4) - codul Hamming binar extins este auto - dual.
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Un cod Hamming binar extins este solutia unui sistem liniar de n — k£ + 1 ecuatii, ecuatia
n+1

suplimentara le = 0 fiind ecuatia de control a paritatii.
i=1

Propozitia 4.1 Un cod Hamming binar extins are d = 4.

Demonstratie: Fie a = aqas . ..a, un cuvant - cod de pondere d = 3 din codul Hamming

binar. Trecand la codul extins, cuvantul a8’ = ajas . .. a,a,41 verifica relatia suplimentara
n+1

Z a; = 0 (reamintim, sumele se fac modulo 2).
i=1

n
Cum Zai =1 (w(a)=3), rezultd a,,1 = 1.
i=1
Noul cuvant are evident pondere minima, si aceasta este 3+ 1 = 4. q.e.d.

Codurile Hamming binare extinse corecteaza o eroare simpla si detecteaza 2 erori
simultan. Algoritmul prezentat este bazat pe verificarea celor n — k41 ecuatii de control:

Algoritm B:

1. Daca nu sunt verificate ecuatia de control a paritatii si cel putin una din
primele n — k ecuatii, inseamna ca a aparut o eroare simpla, care se corecteaza
cu Algoritmul A;

2. Daca ecuatia de control a paritatii este verificata dar cel putin una din primele
n — k ecuatii de control nu se verifica, s-a detectat o eroare dubla;

3. In celelalte situatii nu au aparut erori (sau eroarea este nedetectabila).

Faptul ca se poate lua totdeauna o decizie, se bazeaza pe urmatorul rezultat:
Teorema 4.3 Codul Hamming binar este perfect.

Demonstratie: Reamintim (Prelegerea II, Definitia 2.8) ca un cod binar C' este perfect
daca
" d—1
Zq = U St(X), unde ¢ = T .
xeC
Scriind aceasta relatie in functie de numarul de elemente din fiecare sfera si tinand cont
ca toate sferele contin un numar egal de elemente, avem

F+CHg—1)+ ...+ Cg—1)] ="

Pentru cazul codurilor Hamming, ¢ =2, n =2"—-1, k=2"—r — 1, t = 1, deci totul
revine la verificarea egalitatii 2%(1 +n) = 2". q.e.d.
De remarcat ca rata de informatie a codurilor Hamming

k r
R:—:]_—
n 2r—1

creste rapid spre 1.
Evident insa ca odata cu aceasta cregtere scade protectia fata de erori.
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4.1.1 Coduri Hamming nebinare

"—1
Definitia 4.2 Fie ¢ un numdar prim, r (r > 2) un numar intreg si n = ¢ T Se
q J—
numeste cod Hamming nebinar un (n,n —r) - cod liniar peste Z,, in care matricea de
control are orice pereche de doud coloane liniar independente (nici o coloand nu este

multiplu scalar al altei coloane).

Multimea coloanelor unui astfel de cod formeaza o multime maximala de vectori liniar
independenti doi cate doi.

3% —1
3—-1

Exemplul 4.4 Sa consideram q = 3,r = 2. Atunci n = =4. Un (4,2) - cod

Hamming ternar poate fi definit prin de matricea de control
01 11
H = ( 1 01 2 )

Decodificarea se poate face folosind tabela de sindromuri, in care s-au luat ca reprezentanti
toate combinatiile posibile de o eroare:

Sindrom  Reprezentant Sindrom  Reprezentant
01 1000 12 0001
02 2000 20 0200
10 0100 21 0002
11 0010 22 0020

Daca se receptioneaza de exemplu 2222, calculul sindromului da s = 02. Reprezentantul
este 2000. Se calculeaza 2222 — 2000 = 2222 + 1000 = 0222 deci cuvantul - cod transmis
a fost 2021.
. . 2210 . .
Cum matricea generatoare a acestui cod este G = 120 1 ultimele doua car-

actere formeaza mesajul de informatie; deci s-a codificat mesajul 22.
Despre codurile Hamming nebinare se pot stabili urmatoarele rezultate:

e Deoarece pentru q si r fixati, codurile Hamming corespunzatoare sunt echivalente,
se poate alege o anumita matrice de control. Uzual se foloseste matricea in care
se scriu pe coloane toate elementele din Z7, care satisfac cerinta ca primul element
nenul (de sus in jos) sa fie 1.

e Codurile Hamming nebinare au d = 3 (evident, din constructia matricii de control
de mai sus). Deci ele pot corecta o eroare.

e Proprietatea de a fi coduri perfecte se pastreaza. Intr-adevar, deoarece un cod
T

Hamming contine ¢* = ¢"~" cuvinte - cod iar n = T egalitatea stabilita in

demonstratia Teoremei 4.3 se scrie ¢""[1 +n(q — 1)] = ¢", care se verifica imediat.
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Exemplul 4.5 Sa consideram (13,10) - codul Hamming ternar. Acest cod are o aplicatie
interesanta in problema Pronosportului. Dupa cum se stie, un buletin Pronosport contine
rezultatele (notate cu 1,2, X ) a 13 meciuri. Pentru a avea sigur 13 rezultate exacte trebuie
completate 32 buletine.

Cate buletine sunt insa necesare pentru a avea sigur 12 rezultate exacte ?

La prima vedere s-ar parea ca 3'2. Completand insa buletinele cu elementele codului
Hamming ternar (13,10) (cu 0 in loc de X ) — care sunt in numdr de 3'°, se atinge scopul
dorit. fntr—adevdr, acesta fuind un cod perfect corector de o eroare, orice element din Z3
difera prin cel mult o pozitie de un cuvant - cod.

Astfel, numarul buletinelor se reduce de noud ori.

4.2 Codul Golay

Al doilea cod liniar prezentat are capacitatea de corectie pentru maxim 3 erori.
Vom construi intai varianta extinsa a codului, deoarece algoritmul de decodificare este
mai simplu si usor de aplicat ulterior la codul Golay normal.

4.2.1 Codul Golay binar extins

Acest cod a fost folosit de programul spatial Voyager la inceputul anilor ‘80 pentru trans-
miterea fotografiilor planetelor Jupiter si Saturn.
Sa consideram matricea 12 x 12 din Figura 4.1:

Tabelul 4.1:

— O, OO0 O R KFHRFE O
——= O = O OO M=M= O
—H == O R OO0 O == O
R ORFR PO, OOOR M -
— RO, PR OF,OOOHR
— _— R, O, F~FOF,OOO -
R PP, ORFR PO, OOOO
—_ O = =R O ORFROO
—_ O O M = OF = OO
—_— O OO R P PP OFRFRO -
— R OO0, R EF,FORKFRFRO
(el e e e e i e e e e

Fie matricea 12 x 24 G = (I12|B). Codul liniar binar generat de G' se numeste codul
Golay extins si va fi notat Coy.
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Observatia 4.1

e Matricea B este mai usor de construit decat pare la prima vedere. Astfel, eliminand
ultima linie gi coloand, matricea ramasda — sa spunem By — este generata ciclic (spre

T
stanga) de cuvantul binar 11011100010. Deci B = < 511 10 ),

unde 1 = 11111111111. Ewident, B este simetrici (BT = B).
o Oy aren =24, k=12 si 2'2 = 4096 cuvinte - cod.
e Conform Teoremei 2.2, o matrice de control a codului este H = (B|l13).

Teorema 4.4 H = ([15|B) este de asemenea matrice de control pentru Coy.

Demonstratie: Liniile din B au pondere impara (7 sau 11); deci produsul (scalar) al unei
linii cu ea insas i este 1. O verificare simpla arata ca produsul primei linii cu oricare alta
linie din B este 0. Structura ciclica a lui B asigura ca atunci produsul scalar al oricaror
doua linii este 0.

In concluzie, BBT = I;5. Dar BT = B, asa cd putem scrie:

1

GH" = (I|B) < B

):12+B2:[+BBT:I+I:0.

Vom folosi ambele matrici de control pentru decodificarea codului Cyy. q.e.d.

Corolarul 4.1
A. Oy admite ca matrice generatoare gi pe G = (B|l12).
B. Codul Golay extins este auto - dual (Coy = C3;).

Demonstratie: Se verifica imediat. q.e.d.
Teorema 4.5 (5, are distanta minima d = 8.
Demonstratie: Vom demonstra afirmatia in trei pagi.

1. Ponderea cuvintelor din Cyy este multiplu de 4.

Sa observam ca liniile lui G au pondere 8 sau 12. Fie v € Cyy, scris ca suma de
doud linii din G : v = r; +13.

Cum B are liniile ortogonale, rezulta ca gi liniile lui G sunt ortogonale. Deci r;
si rj au un numar par (sa zicem 2z) de elemente 1 in comun. Atunci w(v) =
w(r;) + w(ry) — 2(2z), care este multiplu de 4.

Fie acum v € Uy reprezentat ca suma de trei linii din G : v = r; +rj + rs. Notdm
vy =r;+15. Deoarece vi,rs € Cyy, iar Cyy este auto - dual (deci oricare doua
cuvinte - cod sunt ortogonale), rezulta ca vy si rs au In comun un numar par (sa
zicem 2y) de elemente 1.

Deci w(v) = w(vy) + w(rs) — 2(2y) care este multiplu de 4.

Folosind acum un procedeu de inductie, cum orice cuvant - cod este combinatie
liniara de linii din G, ponderea sa va fi multiplu de 4.
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2. Primele 11 linii din G sunt cuvinte - cod de pondere 8, deci distanta minima a
codului Cyy este 4 sau 8.

3. Cyy nu are cuvinte de pondere 4.

Sa presupunem ca exista v € Cy cu w(v) = 4. Cum pentru Cyy am considerat
dou# matrici generatoare, vor exista doud mesaje de informatie ui,us € Z3° cu
v =uy(/|B), v =uz(B|I). Una din cele doua jumatati din v are cel putin doi de
1; deci w(uy) < 2 sau w(ug) < 2.

Pe de-alta parte, o linie din B are pondere minim 7, deci v nu este o linie a matricii
B. Daca v este suma a doua linii din B, ea nu poate avea o pondere mai mica de
4; deci w(v) = w(uw;) + w(wB) > 2+ 4 > 4, contradictie. g.e.d.

4.2.2 Decodificarea codului Golay extins

Conform Teoremei 4.5, un cod Golay extins poate corecta orice combinatie de maxim 3
erori independente.

In aceastd sectiune vom nota cu a € Zy, cuvantul receptionat, cu v cuvantul - cod cel
mai apropiat, gi cu e eroarea - tip (v =a+e).

Deoarece capacitatea de corectie este de 3 erori, vom considera w(e) < 3.

Pentru orice cuvant a € Z2*, vom separa cu o virgula prima juméatate a cuvantului de
cea de-a doua: a = [a;,as]| cu ay,a; € Z3. Similar, eroarea - tip va fi notatd e = [eq, €3]
Evident, conditia w(e) < 3 implica w(e;) < 1 sau w(egz) < 1.

Folosind cele doua matrici de control posibile, se pot defini doua sindromuri pentru a:

I I

51:e< g):[el,ez]( 232):61+G2B7
B B

So = e = [e1, €3] =e1B + es.
Iy I

De aici rezulta urmatoarea observatie: daca w(eg) < 1, atunci sy este sau un cuvant
de pondere maxim 3 (daca w(ez) = 0), sau o linie a lui B cu cel mult doi biti schimbati
(daca w(eg) = 1).

Similar, daca w(e;) < 1, atunci sy este sau un cuvant de pondere maxim 3 sau o linie
a lui B cu cel mult doi biti schimbat;i.

Daca se foloseste si faptul ca s = e€1B + e3 = (e; +e3B)B = s;B (deci se poate
folosi doar prima matrice de control), putem defini urmatorul algoritm de decodificare a
codurilor Golay extinse!:

1S-a notat cu u; un cuvant de lungime 12 cu 1 pe pozitia i si 0 in rest.
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Algoritm C:
1. Se calculeaza sindromul s = aH” unde H = (I3 | B);
2. Daca w(s) < 3, atunci e = [s, 0], STOP.
3. Daca exista o linie by a lui B cu w(s + b;) < 2, atunci e = [s + by, w;], STOP.
4. Daca w(sB) < 3, atunci e = [0,sB], STOP.
5. Daca exista o linie by a lui B cu w(sB + b;) < 2, atunci e = [u;, sB + b;], STOP.

6. Daca e nu a fost determinat inca, se cere retransmiterea.

Dupa determinarea erorii e, cuvantul - cod transmis se determina prin v =a + e.

Exemplul 4.6 Sa decodificam cuvantul a = [101111101111,010010010010].
Sindromul este

s=aH" =101111101111 4+ 001111101110 = 100000000001.

Deoarece w(s) = 2 < 3, se gaseste e = [s,0] = [100000000001, 000000000000],
deci s-a transmis cuvantul v =a+u = [001111101110,010010010010].

Deoarece G = (I15 | B) este in forma egalonat canonica, mesajul de informatie (orice
cuvant din Z1?) apare pe primele 12 pozitii ale cuvantului - cod. Astfel, in exemplul de
sus, mesajul de informatie a fost 001111101110.

Exemplul 4.7 Se cere decodificarea cuvantului a = [001001001101, 101000101000].
Sindromul este

s =aH” = 001001001101 4 111000000100 = 110001001001.
Deoarece w(s) = 5, se trece la pasul 3 al Algoritmului C si se calculeaza:

s+ by = 000110001100

s+ by = 011111000010
s+bsg = 101101011110
s+ by = 001001100100

s+ bs = 000000010010

Deoarece w(s + bs) < 2, se determind

e = [s + bs, e5] = [000000010010,000010000000]
st se decide ca s-a transmis cuvantul - cod

v =a+e =[001001011111, 101010101000].

Exemplul 4.8 Sa decodificam cuvantul a = [000111000111,011011010000].
Sindromul este

s=aH' =e; +ey,B =000111000111 4 101010101101 = 101101101010

care are ponderea 7. Trecand la pasul 3 se gaseste w(s + b;) > 3 pentru toate liniile lui
B; deci se continua cu pasul 4: al doilea sindrom este sB = 111001111101 cu ponderea 8.
Pasul 5 va da:
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sB+b; = 001110111000
sB+b; = 010111110110
sB+bsg = 100101101010
sB+by = 000001010000

S-a ajuns la w(sB + by) < 2, deci se poate determina eroarea:
e = [ug, sB + by = [000100000000, 000001010000].
Cuwvantul - cod transmis a fost

v =a+ e =[000011000111,011010000000]

4.2.3 Codul Golay binar

Prin relaxarea codului Golay extins (eliminarea ultimului bit din fiecare cuvant - cod) se
ajunge la Codul Golay binar.

Fie B matricea 12 x 11 obtinuta din B prin eliminarea ultimei coloane. Definim
G = (I15|B). Codul liniar binar generat de G se numeste cod Golay si este notat cu Cs.
Caracteristicile sale sunt:

n =23, k=12, numdir de cuvinte - cod: 2'2 = 4096.
Evident, extensia lui Cy3 este Cyy.
Teorema 4.6 Distanta minima a codului Golay este d =T7.

Demonstratie: Demonstratia se poate face fie direct (similar celei de la Teorema 4.5) fie
folosind faptul ca Cy3 este relaxarea codului Cyy, care are distanta minima 8. q.e.d.
In consecinta, un cod Golay va corecta orice combinatie de maxim 3 erori.

Teorema 4.7 Codul Golay este perfect.

Demonstratie: Se verifica relatia:
212(C8 + Cly + C3, + C35) = 212(1 4+ 23 + 253 + 1771) = 212211 = 223 qed.

Rezultd ca orice cuvant a € Z3° se afli la o distantd cel mult 3 de un cuvant - cod.
Astfel, daca se adauga la sfargit 0 sau 1, formand a0 respectiv al pentru a obtine un
cuvant de pondere impara, acest cuvant este la distanta maxim 3 de un cuvant - cod
c € (. Se foloseste Algoritmul C pentru a obtine acest cuvant - cod, apoi se elimina
ultimul caracter din c; se ajunge astfel la cel mai apropiat cuvant - cod din Cy3 fata de
a.

Algoritmul D:
1. Se formeaza cuvantul extins de pondere impara a0 sau al;
2. Se decodifica ai folosind Algoritmul C si se obtine ¢ € Cyy;

3. Se elimina ultimul caracter din c.

Exemplul 4.9 Sa decodificam a = [001001001001, 11111110000].
Deoarece a are pondere impard, se construieste
a0 = 001001001001, 111111100000.
Sindromul acestui cuvant este s; = 100010111110.
Pentru cd s; = bg + eg + €12, a0 se decodifica in [001001000000, 111110100000], asa
ca a este decodificat in [001001000000, 11111010000].
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4.3 Unicitatea codurilor perfecte binare

Ambele tipuri de coduri liniare prezentate pana acum sunt coduri perfecte.

Se observa imediat ca pentru corectarea unei simple erori, singurele coduri binare
perfecte sunt codurile Hamming.

Vom mai arata ca aceasta singularitate este valabila si in cazul codurilor Golay; anume,
singurul cod binar perfect corector de 3 erori este codul Golay.

Pentru aceasta sunt necesare doua leme:

Lema 4.1 O conditie necesara pentru existenta unui (n,k) - cod binar perfect corector
t

de t erori este Z C! = 2P pentru un anumit p.

=0
Demonstratie: Rezulta imediat din relatia scrisa in demonstratia Teoremei 4.3, in care se
ia ¢ =2. q.e.d.

Lema 4.2 ZC’Z z + 1 Ri(n)

unde t este numar natuml impar, Ry(X) € Z[X], gr(Ri(X)) =t — 1.

Demonstratie: Pentru t = 1 se verifica imediat.
Presupunem adevarata afirmatia pentru ¢ si o demonstram pentru ¢ + 2. Avem

t+2

i n+1 n+l t '
Z ¢ OOl = G [ D 2R + [T 1)
. =0

Expresia din paranteza dreapta este un polinom de gradul ¢+ 1; notandu-1 cu Ry, 2(n),
afirmatia este demonstrata. q.e.d.

Sa consideram acum cazul t = 3. Pentru ca sa existe un cod binar perfect corector de
3 erori, cu lemele de sus, trebuie ca (n + 1)(n? —n +6) = 3-2°, sau

(n+1D[(n+1)>=3(n-+1)+8 =3-2°%

Considerata ca o ecuatie in n+1, singurele solutii intregi pozitive sunt de forma n+1 = 2"p
unde p = 1 sau p = 3. Inlocuind, se ajunge la

22rp? — 2" . 3p? +8p =25"-3 (1)
Pentru » < 3 si p = 1,3 verificarile se fac imediat. Pentru r > 4 se ajunge la
contradictie.

Singurele valori care verifica ecuatia sunt:

n=20,1,2 — nu corespund nici unui cod.

n=3 — codul trivial cu un singur cuvant - cod de lungime 3.

n="7 — codul (trivial) cu repetitie {0000000, 1111111}.

n =23 — codul Golay.

In acest mod am demonstrat teorema:

Teorema 4.8 Codul binar Golay este singurul cod binar perfect netrivial corector de 3
erori.
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Lemele 15.1 gi 4.2 pot fi folosite si pentru alte valori impare ale lui . Cercetarile nu au
condus la alte coduri perfecte binare, dar nici nu s-a demonstrat ca nu exista nici un cod

perfect binar corector de ¢ (¢ > 3 impar) erori. Afirmatia este valabila deocamdata pentru
t < 20.
Un alt caz interesant de studiu este ¢ = 2, t = 2. Aici se poate da teorema:

Teorema 4.9 Nu exista nict un cod netrivial binar perfect corector de 2 erori.
Demonstratie: Lema 15.1 conduce la relatia
(2n +1)? =213 — 7.

Ecuatia 22 + 7 = 2™ a fost studiatd in multe articole (vezi Math. Rev. 26, #74).
Singurele solutii sunt x = 1, 3,5, 11, 181 carora le corespund:

n=20,1 — fara coduri.

n=2 — codul trivial cu un singur cuvant.
n=>5  — codul cu repetigie {00000, 11111}.
n = 90.

Acest ultim caz este eliminat de urmatorul rezultat (Van Lindt - Coding theory, pp.
95):

Daca exista un cod binar perfect corector de t erori, atunci

este numar intreg.
t+1
q.e.d.

4.4 Exercitii
4.1 Fie (8,4) - codul Hamming binar extins. Decodificati cuvintele

10101010 11010110 11111111.

4.2 Sa se demonstreze cd toate cuvintele - cod ale codului Hamming binar extins (27, 2" —
r — 1) au pondere pard.

4.3 Construiti codurile Hamming ternare pentrur = 2, 3 $i determinati decodificarea pe
baza sindromurilor.

4.4 Construiti (5,3) - codul Hamming peste Zy. Determinati toate cuvintele - cod gi
tabela de decodificare cu sindromurt.
Decodificati cuvintele: 11223, 32101 2222 1100.

4.5 Demonstrati afirmatiile din Corolarul 15.1.
4.6 Aratati ca Coy contine un cuvant cu toate componentele egale cu 1 gi nici un cuvant

de pondere 20.
Demonstrati ca numaratorul de ponderi al lui Cyy este:

1+ 759X8% + 2576 X2 + 759X 16 + x4,
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4.7 De ce in Algoritmul D se face o extensie a cuvintelor la cuvinte de pondere impara?
Dati un exemplu pentru a justifica rationamenul.

4.8 In codul Golay extins Cyy sa se decodifice — daca este posibil — cuvintele:

111000000000, 011011011011
111111000000, 101011100111
111000000000, 110111001101
000111000111, 101000101101

111111000000, 100011100111
111111000000, 111000111000]
110111001101, 111000000000]
110000000000, 101100100000]

————
e

4.9 Sa se determine cea mai probabila eroare - tip pentru cuvinte avand sindromurile:

s1 = 010010000000, sg = 011111010000
s; = 010010100101, sg = 001000110000
sy = 111111000101, sg = 111100010111
sp = 111111111011, s9 = 010010001110
s1 = 001101110110, s =111110101101
sy = 010111111001, s9 = 100010111111

4.10 Folosind Cy3, decodificati cuvintele:
(101011100000, 10101011011] (101010000001, 11011100010]
(100101011000, 11100010000] [011001001001,01101101111]
4.11 Detaliatr demonstratia Teoremer 4.6.

4.12 Rezolvati ecuatia (1).
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Capitolul 5

Coduri Reed - Muller

Vom introduce o noua clasa de coduri binare, caracterizate printr-o tehnica de decodificare
deosebit de simpla: codurile Reed - Muller (R — M). Ele au fost definite de Reed, iar
Muller a construit modalitatea de decodificare si — implicit — de detectare si corectare
a erorilor. Unul din aceste coduri (RM(1,5)) a fost folosit in 1969 de sonda Mariner
pentru transmiterea de imagini de pe Luna. Fiecare pixel din imagine avea asignat una
din 2° = 64 grade de umbra, iar cei sase biti de informatie erau codificati intr-un cuvant
de lungime 32. Codul RM(1,5) poate corecta pana la 7 erori.

5.1 Definirea prin functii booleene

5.1.1 Functii si polinoame booleene

Definitia 5.1 O functie booleand de m (m > 1) variabile este o aplicatie
f : Z;n — L.

O modalitate simpla folosita pentru definirea unei functii booleene este asocierea unei
tabele de adevar: un tablou (m + 1) x 2™ care contine toate combinatiile posibile de m
valori binare, carora li se asociaza valoarea functiei (de asemenea o valoare binara). Prin
conventie, primii m biti de pe coloana i (0 < i < 2™ — 1) reprezinta scrierea in baza 2 a
numarului 7.

Exemplul 5.1 Urmatoarea tabela de adevar defineste o functie booleana de 3 variabile:

X001 010101
x1|0 0110011
X2/0 0001111
f]101 101110

Observam ca o astfel de tabela defineste un cuvant binar de lungime 8. Afirmatia este
adevarata si invers: orice cuvant binar de lungime 8 este definit printr-o tabela de adevar
a unei functic booleene de 3 wvariabile. Astfel, se pot identifica functiile booleene de 3
variabile prin cuvintele binare de lungime 8. In tabela de sus, cuvantul 01101110 este pus
in corespondenta biunivoca cu functia f.

o7
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In cele ce urmeaza, orice cuvant binar f = fyf; ... fon_; de lungime 2™ este conside-rat
ca o functie booleana de m variabile, unde

f(0,0,...,O, 0) = fo,
f(0,0,...,O,l) - f17
£(0,0,...,1,0

) = Jo

£(1,1,...,1,1) = fom_y

m—1

In general, f; = f(ip_1,...,%1,%), unde i = § ip2k
k=0
(4m—1 - ..1190 este scrierea in binar a lui 7).

Exemplul 5.2 FEzxista doua functii booleene constante:

1=11...11, 0=00...00.

Exemplul 5.3 Orice variabila poate fi tratata ca o functie booleana. De exemplu, Xq
este functia booleand care asigneaza fiecarui m-tuplu (xg, 1, ..., Tm_1) valoarea primei
coordonate xo. Deci, valoarea este 0 pentru toate numerele pare si 1 pentru toate numerele
impare: xg = 0101...01 (vezi prima linie din Exemplul 20.3 pentru cazul m = 3).

In general,

x; este cuvantul binar in care pe pozitia k (0 < k < 2™ — 1) este 1 atunci $i numai
atunci cand scrierea binara a lut k contfine 1 pe pozitia i.

Aceasta observatie rezulta din modul de scriere al tabelelor de adevar.
De exemplu, x1, = 00110011 ...0011 $2 Xpy—1 = 00...0011...11.

om—1 gm—1

Pentru m = 4, cele patru variabile sunt descrise in Tabelul 5.1:

Tabelul 5.1:
Xg|/0 1 01 010101010101
x2/0 01 1001100110011
X0 0001 11 100O0O01111
x3/0 00O OOOOOT1T 1111111

Pe multimea functiilor booleene se definesc doua operatii:

e Suma logica (sau exclusiv): f+g=h
unde h; = f; + g; (mod 2), 0 < i <2™m —1.
e Produsul logic (si): fg=h
unde h; = fig; (mod 2), 0 <7< 2™ —1.
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Observatia 5.1

1. Produsul logic verifica relatia ff = f.

Deci in reprezentarea functiilor nu vor apare exponenti mai mari de 1.

2. FExista si alte operatii care pot fi exprimate cu ajutorul sumer si produsului logic.

Astfel,

e Negalia f=1+f;
o V (sau disjunctiv): fvg=f+g+fg.

Definitia 5.2 Un polinom boolean de m nedeterminate este o suma de termeni din mulfimea
{0,1}U{Xi1Xiz.‘.Xik’O§Z‘1 <lg<...<iy, <m-—1 k> 1}

Functia 0 este numita polinom boolean de gradul —1, functia 1 este numita polinom boolean
de gradul 0, iar orice alt polinom boolean are gradul & unde k este numarul maxim de
factori dintr-un termen al lui f.

Exemplul 5.4 Polinomul boolean 1+ x¢X; de 3 nedeterminate are gradul 2. El este
negatia polinomului
Xpx; = (01010101)(00110011) = 00010001.
Dect 1 + xox; = 11101110.
Acelasi polinom, considerat ca functie de 4 nedeterminate, este cuvantul
1110111011101110.

Exemplul 5.5 Polinomul x;x; (i # j) este cuvantul binar in care pe pozitia k este 1
daca st numai daca reprezentarea binara a lut k are 1 pe pozitiile i $1 7. Numarul acestor
situatii este 2™~2 (deoarece pot fi alese arbitrar m — 2 wvalori din reprezentarea binard a
lui k pe m pozitii). Deci w(xix;) = 2™ 2.

Mai general, se poate arata prin inductie

Daca iy, is, . . ., i, sunt valori distincte din [0, m — 1], atunci
w(Xjy Xy - - Xj,) =277 (%)

Fiecare polinom boolean de m variabile determina un cuvant binar de lungime 2™: pen-
tru o singura nedeterminata, se foloseste Exemplul 14.4, dupa care se opereaza adunarile
si multiplicarile necesare.

Invers, orice cuvant binar f = fyf; ... fom_1 poate fi translatat intr-un polinom boolean
pe baza urmatoarei propozitii:

Propozitia 5.1 Daca f este o functie booleana de m variabile, atunci:
f(.ﬂU(), sy Tm—2, Im—l) = f(l'(), sy Tm—2; 0)+[f(5€0, sy Tm—2; 0)+f(I07 sy Tm—2, 1)]Xm—1-

Demonstratie: Deoarece x,,_; poate lua doar doua valori (0, 1), este suficient sa verificam
identitatea pentru acestea. Cazul x,,_1 = 0 se verifica banal. Pentru z,,_; = 1 avem:

flxo, ..o xm_2, 0)+[f(x0, .. s Tm—2,0)+f(x0, ..., Tim_2,1)] = f(x0, ..., Tm_2,1). q.e.d.
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Exemplul 5.6 Sa translatam £ = 01101110 intr-un polinom boolean de 3 variabile. Vom
aplica pe etape formula din Propozifia 20.1:
f =0110+ [0110 + 1110]x2 = 0110 + 1000x5 =
= (01 + [01 + 10]x1) + (10 + [10 + 00]x;1 )x2 = 01 4+ 11x3 + 10x2 + 10x1X2 =
= (04 [0+ 1]x0) + (1 + [1 + 1]x0)x1 + (1 4+ [1 4+ 0]x0)x2 + (1 4 [1 4 0]x0)X1X2 =
= Xo + X1 + X2 + XoX2 + X1X2 + XgX1X2.

Teorema 5.1 Spatiul liniar Z%, (n = 2™) are o baza formata din toate monoamele
booleene:

1

Xj 0<i<m-—1)

XoX1 .- Xm-1

Demonstratie: Fiecare cuvant de lungime n = 2™ este o functie booleana de m nedeter-

minate, care poate fi exprimata printr-un polinom boolean. Monoamele booleene pot fi

considerate in Z3 si sunt evident liniar independente. In plus, deoarece pentru fiecare
m

k=0,1,...,m existd C* monoame de grad k, numarul lor total va fi Z CF =2m =n,
k=0
adica dimensiunea spatiului liniar. q.e.d.

5.1.2 Coduri Reed - Muller

Definitia 5.3 Se numeste cod Reed - Muller de lungime n = 2™ gi gradr (0 <r <m),
codul liniar RM(r,m) al tuturor cuvintelor binare de lungime n care au — ca polinoame
booleene — gradul mazim r.

Exemplul 5.7 RM(0,m) este format din toate polinoamele de grad cel mult 0, adicd O
si 1. Deci RM(0,m) este codul cu repetitie de lungime 2™.

Exemplul 5.8 RM(1,m) are baza 1,Xg,...,Xm_1, orice polinom de grad cel mult 1 se
poate scrie ca sumd de o parte din aceste m + 1 polinoame (liniar independente). Deci,
RM(1,m) este un (2™, m+ 1) - cod liniar.

De exemplu, RM(1,3) are matricea generatoare:

1 11111111
G| x |_[oro10101
x| Tl0o0110011
Xa 00001111

care genereazd codul Hamming extins (8,4).
Similar, RM(1,4) este un (16,5) - cod liniar binar, iar RM(1,5) este un (32,6) -
cod liniar, folosit in 1969 de programul Mariner, dupa cum s-a mentionat anterior.

Propozitia 5.2 RM(r,m) are k = C% + Cl + ...+ C" simboluri de informatie.



5.1. DEFINIREA PRIN FUNCTII BOOLEENE 61

Demonstratie: Codul RM(r,m) are ca baza monoamele booleene
{1} U{xi,Xiy .- Xy |s <7, 0<1dy <idg <...< iy <m}.
Numaérul acestor monoame este C0 +C} +...+C” . Cum ele sunt liniar independente,
vor forma liniile matricii generatoare G a codului; ori numarul de linii este egal cu numarul
de simboluri de informatie. q.e.d.

Propozitia 5.3 Dualul codului RM(r,m) este codul RM(m —r —1,m).

Demonstratie: Trebuie aratat ca cele doua coduri au baze ortogonale gi suma dimensiunilor
lor este egala cu suma intregului spatiu.

A: Fie vy, vy, ... vy, (p < r) un monom din baza codului RM(r,m) si vj, vj, ... Vj,
(s < m —r —1) un monom din baza codului RM(m — r — 1,m). Produsul lor are
t (t <r+m-—r—1=m—1) variabile distincte (variabilele comune apar o singura data),
deci ponderea lui este (conform (x)) 2™~* > 2. Fiind un numar par, rezulta ca produsul
scalar (adica suma in binar a termenilor) este 0.

B Suma d1men81umlor Celor doua coduri este

ZC’ mz i = ZCZ + Z o= ch ™ —n. qed.
i=r+1

Exemplul 5.9 R/\/l(m — 2,m) este codul Hammmg extins de lungime 2.
Intr-adevar, codul sau dual este RM(m—(m—2)—1,m) = RM(1,m), deci RM(m—2,m)
are matricea de control

1 1111 1 111

X0 0101 0101
H: pu—

Xm 000O0...1T111

Daca adunam prima linie la toate celelalte si apoi o permutam cu ultima linie, se
obtine alta matrice de control a codului:

1010 ... 1010

1100 ... 1 10J0
H ~ :

1111 ... 0000

1 1 11 1 1 11

Dupa eliminarea ultimei linii i coloane se obtine un (2™ —1,m) - cod ale carui coloane
sunt nenule g1 diferite doua cate doua, adica matricea de control Hy a unui cod Hamming
binar. Dect H este matricea de control a unui cod Hamming extins.

Codificarea mesajelor cu un cod R — M se realizeaza normal, inmultind mesajul de
informatie cu matricea generatoare. In acest fel bitii de informatie devin coeficientii
polinomului boolean corespunzator. De exemplu, in RM(1,m) codificarea celor m + 1
caractere de informatie este:

1

X0
(ar,as,...,Gmy1) . =a1l+aXo+ ... + py1Xm-1.

Xm-1
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5.2 Definirea recursiva a codurilor R - M

Sa introducem o alta modalitate de definire a codurilor Reed - Muller, nu prin polinoame
booleene, ci prin constructie recursiva.

Definitia 5.4 Fie m > 0 un numar natural. Se defineste codul Reed - Muller RM (r,m)
de ordin r (0 < r < m) si lungime n = 2™ astfel:

e RM(0,m)={00...0,11...1}, RM(m,m) = ZF.
e RM(p,m)={[a,a+b]|lae RM(pm—1), be RM(p—1,m—-1)},0<p<r.

S-a notat cu [x,y| un cuvant de lungime 2™ scris ca alaturare de doua subcuvinte de
lungimi egale (2™~!), separate prin virguld (similar notatiei de la codurile Golay).

Exemplul 5.10 RM(0,0) ={0,1}
RM(0,1) = {00, 11}, RM(1,1) = {00,01,10,11} = Z2
RM(0,2) = {0000,1111},  RM(2,2) = Z2
RM(1,2) = {[a,a+b] |a € {00,01,10,11},b € {00, 11}} =
— {0000, 0011, 0100, 0111, 1000, 1011, 1100, 1111}

In mod similar se poate da o definitie recursiva a matricii generatoare G(r,m) pentru

codul RM(r,m).
e G(0,m)=(11...1);

e pentru 0 < p <r < m, G<p7m):<

o G(m,m)— ( Glm —1,m) )

G(pam_ 1) G(p7m_ 1) )
0 Gp—1,m—1) )

00...01

Teorema 5.2 G(r,m) este matrice generatoare pentru codul RM(r,m).

Demonstratie: Se verifica prin inductie dupa r. q.e.d.

Exemplul 5.11 Sd consideram r = 2; atunci lungimea este n = 22 = 4 si pentrur = 1,2
avem

(G G, ([ G(1,2)
G(1,2) = < 0 G(0,1) G2.2) = 0001 )°
Din definitie, matricile generatoare pentru RM(0,1) si RM(1,1) sunt

G(0,1) =(11), G(1,1) = ( (1) 1 ), asa ca

1111 Sl
GL2=(0101]|, G22A=|, .
0011 00 0 1
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Propozitia 5.4 RM(r —1,m) C RM(r,m).
Demonstratie: Sa consideram initial matricea

G(l,m—-1) G(1,m—1)
G(1,m) = ( 0 G(0,m —1) )

Pentru ca 1 este prima linie a lui G(1,m — 1), cuvantul [1,1] formeaza prima linie
a matricii (G(1,m — 1) G(1,m — 1)). Deci RM(0,m) = {0,1} este continut in codul
RM(1,m).

In general, decarece G(r—1,m — 1) este submatrice a lui G(r,m—1) si G(r—2,m—1)
este o submatrice a lui G(r — 1, m — 1), este evident ca

Gr—1,m-1) G(r—1,m—1)
G(T_l’m):< 0 G(r—z,m—1))

este o submatrice a lui G(r,m), deci RM(r — 1, m) este subcod al lui RM(r,m). q.e.d.
Teorema 5.3 RM(r,m) are distanta d = 2™".

Demonstratie: Vom folosi o inductie dupa r:

Pentru r = 0, evident: RM(0, m) fiind codul cu repetitie, distanta sa este d = n = 2™.

La pasul 11, deoarece

RM(r,m) ={[x,x+y]|lx € RM(r,m —1),y € RM(r—1,m — 1)} si
RM(r—1,m—1) C RM(r,m — 1) (Propozitia 11.3), rezultda x +y € RM(r,m — 1).

Daci x # y, conform ipotezei de inductie w(x +y) > 2™~ 17", Cum si w(x) > 2™~ 17"
putem scrie w([x +y,x]) = w(x+y) +w(x) > 2"7".

Dacd x =y, atunci [x,x +y] = [y,0]; dar y € RM(r — 1,m — 1) si deci w([y,0]) =
w(y) = 2m".

Cum orice linie a matricii generatoare este cuvant - cod, iar ultima linie are ponderea
exact 2", demonstratia este incheiata. q.e.d.

5.3 Definirea geometrica a codurilor R-M

Codurile Reed - Muller mai pot fi definite si geometric - prin folosirea spatiilor afine.
Avantajul acestei reprezentari consta in modalitatea mai simpla de aplicare a algoritmilor
de decodificare.

Pentru usurinta descrierii am construit intai cazul tri-dimensional. De asemenea,
pentru a vedea echivalenta cu definirea anterioara a codurilor Reed - Muller, vom face
permanent legatura cu polinoamele booleene (sau cu functiile lor caracteristice).
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5.3.1 Cazul 3 -dimensional

Spatiul euclidian 3 - dimensional binar este multimea {(a, b, ¢)|a, b, c € Z}. Spre deosebire
de spatiul euclidian obignuit - unde cele trei coordonate luau valori in ‘R - aici numarul
punctelor este finit: numai 8. Ele pot fi listate, renotandu-le astfel:

Punct Functie caracteristica
po = 000 00000001
p1 = 001 00000010
p2 = 010 00000100
ps = 011 00001000
p4 = 100 00010000
ps = 101 00100000
pe = 110 01000000
pr = 111 10000000

Dreptele pot fi definite in geometria euclidiana prin expresii de forma
a-+tb a,bc Z;, b#0.

unde ¢ este un parametru binar (¢ € {0,1}). Deci o dreapta in spatiul 3 - dimensional
binar are numai 2 puncte: a, a+ b. Invers, orice pereche de doua puncte distincte a, a’
formeaza o dreapta, anume a + t(a’ —a). Putem astfel sa consideram dreptele ca fiind
totalitatea celor C2 = 28 submultimi de cate doud puncte

{p07 p1}7 {p07 p2}7 crey {p67 p7}
In mod similar, planele din geometria euclidiana sunt definite
a+tb+tc, ab,ccZ b, c liniar independente,

unde %1, to sunt parametri binari.

Un plan este format deci din patru puncte: a,a+ b,a+ c,a+ b + c. Aparent, desi
numsirul planelor in geometria euclidiana binara 3 - dimensionala ar trebui si fie Cg = 70,
conditia de liniar independenta reduce acest numar la 14:

Plan Functie caracteristica Polinom boolean
{P1,P3,Ps5, P} 10101010 Xo
{P2, P3, Ps; P7} 11001100 X1
{P4,Ps, Ps, P7} 11110000 X2
{Po, P2, P4, P6} 01010101 1+ %o
{Po,P1,P4,Ps} 00110011 1+x%;
{Po,P1,P2,P3} 00001111 1+ xs
{P1,P2,P5.P6} 01100110 Xo + X1
{P1,Ps, Pa, P} 01011010 Xo + X2
{P2,P3, P4, Ps} 00111100 X1 + Xo
{P1,P2, P4, P7} 10010110 Xo + X1 + X2
{Po, Ps, P4, P7} 10011001 1+ %o + X1
{Po, P2, P5,P7} 10100101 1+ x¢ + X2
{Po, P1,Pe, P7} 11000011 1+ % + %o
{Po, P3, P5, P} 01101001 14 X0 4+ X1 + Xz

Tabelul 5.2
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In general, un plan este descris de ecuatia generala
hoxo + h1x1 + hoxs = ¢

care defineste un subspatiu 2 - dimensional al lui Z3.
Din faptul ca orice dreapta este o intersectie de doua plane, ea poate fi descrisa printr-
un sistem de doua ecuatii:

hoxo + hix1 + hoxa = ¢, h6X0 + hllxl + hl2X2 — .

Dreptele si planele sunt exemple de spatii afine. Un spatiu afin in Z3 este o mul{ime
de forma

C,=a+C={a+b|be(C}

unde a € Z; iar C este un subspatiu liniar din Z3. Dacd C este un spatiu de dimensiune
s, atunci C, este un s - spatiu afin.

In particular, dreptele sunt 1 - spatii afine, iar planele: 2 - spatii afine. Pentru fiecare
punct p; avem un 0 - spatiu afin, si — in sfarsit — exista un 3 - spatiu afin unic - Z5.

Orice spatiu afin L poate fi descris de un cuvant binar fy, = f; ... f1 fo definit prin

f = 1 dacapiel, (0<i<T)
1 0 altfel

Cuvantul fy, (sau functia booleana de trei variabile corespunzatoare) se numeste functia
caracteristicd a spatiului afin L (tabelele anterioare listeaza aceste functii pentru 0 si 2 -
spatii afine).

Fiind date doua spatii afine L, L', intersectia lor L N L' este caracterizata de produsul

logic fLfy .

Exemplul 5.12 Primele doud plane din Tabelul 5.2 se intersecteazd dupa linia {ps, pr}-
Produsul logic al functiilor lor caracteristice este xox1 = 10001000, care se poate verifica
imediat ca fiind functia caracteristica a dreptei {ps,pr}-

5.3.2 Cazul m - dimensional

Vom extinde constructiile anterioare la un cadru mai general, al geometriei euclidiene m
- dimensionale binare. Punctele (elementele lui Z3") pot fi renotate dupa extensia binara

a indicilor; mai clar, vom scrie Z3* = {po, p1, .., Pam_1} unde p; reprezinta scrierea in
binar (pe m biti) a numarului ¢ (0 <7 < 2™ — 1). Deci
Po = 000...00, p1 =000...01, p2=000...10, ... ,pgm_3=111...11.

Definitia 5.5 Fie C un subspatiu liniar r - dimensional al lut ZJ* si a € Z3*. Multimea
Ca=a+C={a+blbeC}

se numeste r - spatiu afin modulo C' in geometria euclidiand m - dimensionalda.
Un (m —1) - spatiu afin se numegte "hiperplan”.
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Daca by, ..., b, este o baza a lui C, r - spatiul afin C, se noteaza
a+tby +...+tb,.

El are 2" puncte (date de variantele de alegere ale parametrilor binari ¢;, 1 <1i <r).

O alta modalitate de notare a r - spatiilor afine se realizeaza cu ajutorul sistemelor
de ecuatii liniare: astfel, dacd C este definit ca multimea solutiilor sistemului Hx? = 07,
atunci Cy este dat de multimea solutiilor sistemului

Hx" = Ha”.

Acest sistem are m — r ecuatii. In particular, un hiperplan este definit printr-o singura
ecuatie:
ho[[‘o + hllL’l + ...+ hm—lxm—l = C.

Exemplul 5.13 Un 0 - spatiu afin cuprinde un singur punct. Ezista deci 2™ 0 - spatii

afine distincte: {po},{pP1},-.-,{P2m_1}.
Similar, orice 1 - spatiu afin (sau “dreapta”) este o mulfime formata din doua puncte

a-+tb ={a,a+ b},

st invers, orice multime de doua puncte distincte formeaza un 1 - spatiu afin.
Existd deci C%. 1 - spatii afine.

Exemplul 5.14 Fie P; spatiul afin definit de ecuatia x; = 1. Deci P; este mulfimea
punctelor px care au 1 pe pozifia i. De exemplu Py = {p1,P3,-.-,P2m_1}-
Fiecare P; este un hiperplan $i - deoarece pqi are un singur 1 pe pozitia v si 0 in rest,
putem scrie
Pi=py+C

unde C' este spatiul liniar definit de ecuatia x; = 0, (deci tot un hiperplan).
Propozitia 5.5 Ezista 2(2™ — 1) hiperplane.
Demonstratie: Deoarece se pot construi 2 — 1 ecuatii cu coeficienti binari (nu toti nuli)

si variabile xg, 21, ..., Tm_1, 23" are 2™ — 1 subspatii C' de dimensiune m — 1. Fiecare din
m

ele are 2! puncte, deci vor exista 1 = 2 spatii afine modulo C'. g.e.d.

Exemplul 5.15 Pentru i # j, intersectia P; N P; (mulfimea punctelor care au 1 pe
pozitiile i gi j) este un (m — 2) - spatiu afin. Intr-adevar, daca se ia a = pPgi i, avem

PNPj=a+C,
unde C' este determinat de ecuatiile x; =0, x; =0 (deci C' are dimensiunea m — 2).

Definitia 5.6 Functia caracteristica a unui v - spativ afin L este cuvantul binar
fr, = fom_1... fifo definit prin

|1 daca p;€L, . m
ﬁ_{o altfel (0=<i<2™—1)
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Functia caracteristica poate fi interpretata ca un polinom boolean fr(xg,...,Z;,_1). Din
proprietatile acestor polinoame rezulta

apaq . ..0m—1 € L <~ fL(aO,al,...am_l) =1

Observatia 5.2
1. Singurul m - spatiu afin (Z5') are functia caracteristica 1 =11...1.
2. Un hiperplan P; are functia fp, = x;.

3. Fie L un hiperplan definit de ecuatia hoxg =+ ... hyp 12,1 = c. Funclia sa caracte-
ristica va fi un polinom boolean de gradul 1, anume

fL(ZL‘(), e ,l’m_l) = hoZEO + ...+ hm—lxm—l +c+1

Aceasta relatie rezulta din faptul ca un punct ag . . . a,_1 este in plan daca $i numai
dacd hoag + . .. + hp_10m_1 = ¢, adica fr(ag,...,am_1) = 1.

4. Pentru doua spatii afine L, L', functia caracteristica a intersectiei LN L' este fyfy,.
Astfel, pentru P; N P; (care este un (m —2) - spatiu afin) functia caracteristica este
XiXj.

Mai general, polinomul boolean X;,X;, . . . X;, este functia caracteristicd a unui (m—s)
- spatiu afin.

Teorema 5.4 Functia caracteristica a unui r - spatiu afin este un polinom boolean de
gradul m — r.

Demonstratie: Un r - spatiu afin L este definit ca solutia sistemului de ecuatii Hx? = ¢’

sau, detaliind,

m—1
th‘jxj:Ci, 1§Z§m—7"
j=0
Aceste ecuatii se pot scrie
m—1
Zhijxj—i-ci—O—l:l, 1<i:<m-—r.
§=0

Atunci, polinomul boolean de grad m — r

m—r [m—1
f(ZL’(), c. ,ZL‘m_1> = H (Z hijxj “+ ¢ + 1)

=1 j
poate f considerat functia caracteristica a lui L. q.e.d.

Definitia 5.7 RM(r,m) este codul liniar generat de toate functiile caracteristice ale
spatiilor afine de dimensiune cel putin m — r in geometria euclidiana m - dimensionala
peste Zs.
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Faptul ca aceasta coincide cu definitia anterioara a codurilor Reed - Muller rezulta din
construtia spatiilor afine: RM (r,m) contine toate functiile caracteristice ale s - spatiilor
afine, unde s > m — r. Faptul ca aceste functii genereaza tot spatiul RM(r,m) rezulta
din Observatia 5.2, punctul 4.

Exemplul 5.16 Codul RM(1,3) este generat de functiile caracteristice ale tuturor planelor.
Orice astfel de functie este un polinom de trei variabile de gradul 1.

Codul RM(2,3) este generat de functiile caracteristice ale tuturor planelor gi liniilor.
Cum o linie este intersectia a doua plane, functia sa caracteristica este produsul a doud
polinoame de gradul 1, deci un polinom de gradul 2 (cuvant - cod din RM(2,3)).

5.4 Exercitii

5.1 Ce polinom boolean are ultima linie a tabelei de adevar:

10100110 1010011010100110 0101001110011100

5.2 Determinali tabela de adevar a polinomului boolean 1 + xg + X1Xa:
1. Ca functie de trei variabile;

2. Ca functie de patru variabile.
5.3 Demonstrati afirmatia (x).
5.4 Gasiti un (15,5) - cod liniar binar corector de 3 erori (folositi un cod R— M relazat).

5.5 Fiind dat codul RM(1,3), codificati toate mesagele de informatie posibile.
Acelagi lucru pentru codul RM(2,3).

5.6 Demonstrati Teorema 5.2

5.7 Construiti matricile generatoare G(1,3), G(2,3), G(r,4),r =0,1,2.

5.8 Demonstrati ca G(r,m) are k + 1 linii, unde k este dat de Propozitia 20.2
5.9 Calculati numarul de 2 - spatit afine in geometria euclidiana peste Z3".

5.10 FEste orice functie booleand functia caracteristica a unui anumit spatiu afin ? Caracterizati
astfel de functii.

5.11 Orice functie caracteristica a unui (r + 1) - spativ afin apartine codului dual lui

RM(r,m).

5.12 Sa se arate ca RM(2,5) este auto - dual. Sa se determine toate codurile RM auto
- duale.



Capitolul 6

Decodificarea codurilor Reed -
Muller

Avantajul principal al codurilor Reed - Muller consta in facilitatea decodificarii, facilitate
bazata pe o tehnica diferita de cea de pana acum. Aceasta tehnica, numita decodificare
majoritara nu apeleaza la ideea de sindrom, ci corecteaza direct bitii modificati, folosind
diverse proprietati ale cuvantului receptionat.

6.1 Decodificarea majoritara

Sa prezentam pe scurt principiile generale ale decodificarii majoritare.
Vom incepe cu un exemplu foarte simplu:

Exemplul 6.1 Fie codul binar cu repetifie de lungime 2n + 1 :

C={00...0, 11...1}.
2n+1 2n+1

Ca sistem de ecuatii de control se poate lua

T+ o = 0
T+ X3 = 0
T+ Ty = 0

Daca se receptioneaza cuvantul y = x + e, la inlocuirea lui in sistem, acesta devine
ntyi=e+e, 2<i<2n+1)
Daca mai mult de n din cele 2n expresit y1 + y; iau valoarea 1, aceasta inseamna ca:
o Au apdarut mai putin de n erori, printre care §i pe prima poziie (e; = 1), sau
o Au aparut mai mult de n erori, dar nu pe prima pozifie (e; =0).

Din aceste doua variante, prima este mai probabila. Deci valoarea majoritara pe care o
tau cele n valori yy + y; va fi valoarea lui ey.

69



70 CAPITOLUL 6. DECODIFICAREA CODURILOR REED - MULLER

Definitia 6.1 Fie A, un cod liniar. Un set de ecuatii de control pentru A, j este or-
togonal pe multimea de pozitii P C {1,2,...,n} daca $i numai daca:

1. Vi € P, termenul x; apare (cu coeficient nenul) in fiecare ecuatie;

2. Vi & P, termenul x; apare cel mult intr-o ecuatie.

Decodificarea se realizeaza caracter cu caracter, dupa urmatorul procedeu:

Fie a = a; .. .a, cuvantul receptionat i i (1 < i < n) o pozitie.

Se construieste multimea maximala de ecuatii de control ortogonale pe pozitia i.
Fie e; valoarea obtinuta in majoritatea acestor ecuatii. Al i-lea caracter decodificat
este a; + e;.

Daca fiecare ecuatie de control ortogonala pe pozitia ¢ se scrie
a; = f(a'h ey (i1, Qg1 - - 7an)7
atunci decoddificarea majoritara revine la a decodifica pe a; prin valoarea care apare
cel mai frecvent in evaluariule expresiilor f.

Exemplul 6.2 Fie dualul (15,11) - codului Hamming cu matricea de control

0 o0000O0OO0OT1T111T1T1T11
I 000111100001 T1TT1T1
1011001 1001100171
1 0101010101010 1
Pentru fiecare pereche de coloane distincte din H exista o a treia coloana astfel incat suma

celor trei coloane este 0.

Deci, fiecare cuvant de pondere 3 al codului Hamming da o ecuatie de control cu trei
termeni pentru codul dual; in acest fel se obtine pentru fiecare caracter x; cate un sistem
format din 7 ecuatit ortogonale pe pozitia i. Astfel,

- pentru x1 ele sunt: x1 = x9 + 13 = x4+ 5 = Tg + T7 = Ty + Tg = T19 + T11 =
T12 + 13 = T14 + X155

—pentm Tog: To =T1+T3 =T4+Tg =Ty +Ty =g+ T1g =2Lg +T11 = T2+ T4 =
T13 + T15 etc.

Codul dual are distanta minima d = 8; deci el poate corecta maxim 3 erori.

Daca in mesajul primit x apar cel mult 3 erori, atunci un sistem de ecuatii ortogonal
pe x1 va avea cel mult trei ecualit care sa dea pentru xy o valoare gresita si cel pufin
cinct cu valoarea calculata corect. Valoarea gasita majoritar va fi cea in care se decodifica
primul caracter.

Procedeul se reia pentru xo, x3, . . ..

Sa presupunem de exemplu ca s-a receptionat mesajul 001011110101011. Pentru de-
codificarea primului caracter vom calcula sumele

0+1,0+1,1+4+1,14+0,14+0,1+0, 1+1.
Se obtin 5 valori de 1 si doua de 0; deci, primul simbol este 1.
Procedand similar pentru fiecare pozitie, se ajunge la cuvantul 10101011010101010.

Aceasta metoda este nu numai usor de implementat, dar are adesea si alte completari
(gen "bitul de control al paritatii”) care fac posibila corectarea mai multor erori.
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In aceastd prelegere vom construi trei algoritmi de decodificare a codurilor R— M. Doi
din ei sunt bazati pe modurile de reprezentare (geometric si algebric) ale acestor coduri;
al treilea este un algoritm care foloseste definirea recursiva a codurilor R — M si este
prezentat numai pentru cazul r = 1.

Toti algoritmii sunt foarte ugor de implementat, utilizarea unuia sau a altuia depinzand
doar de criterii particulare in alegerea parametrilor codului.

6.2 Algoritm geometric de decodificare majoritara a
codurilor R — M

Deoarece distanta unui cod RM (r,m) este d = 27", el va fi capabil sa corecteze pana
la 21 — 1 erori. In cele ce urmeazi vom presupune ca s-a receptionat cuvantul

Y = Yam_1 ... Y190, in care au fost modificate maxim 2™ "1 — 1 pozitii. Problema este de
a determina pentru fiecare i (0 < i < 2™ — 1) daca bitul y; trebuie corectat sau nu.

Sau — altfel spus — de a vedea daca pozitia lui y corespunzatoare 0 - spatiului afin {p;}
trebuie sau nu corectata.

Pentru a folosi proprietatile codurilor Reed - Muller exprimate de spatiile afine, vom
reformula totul In maniera urmatoare:

Pentru fiecare s - spatiu afin L (0 < s < r + 1) vom cerceta daca pozitiile cuvantului
receptionat y corespunzatoare punctelor lui L (adica acei biti y; pentru care p; € L) sunt
modificati sau nu.

Vom da intai cateva notiuni gi notatii ajutatoare pentru a simplifica demonstratiile.

Definitia 6.2 Fie G un grup, C' un subgrup al sau si x € G. Se numeste ”subgrup modulo
C” al lui G multimea
C,=2+C={r+alae C}.

Lema 6.1 Subgrupurile unui grup modulo un subgrup arbitrar C', au urmatoarele pro-
prietati:

1.Yae G, dx € G, a € A,;

2. Daca x # y atunci C, N Cy = 0 sau C, = Cy;

3. Daca a,b € C, atuncia —b € C;

4.Vx, card(C,) = card(C).

Demonstratie: Exercitiu.
Teorema principala a acestui paragraf este:
Teorema 6.1 Orice s - spatiu afin din geometria binara m - dimensionala este confinut

in exact 2™° —1 (s+1) - spatii afine distincte. In plus, orice punct din afara lui L se
afla in unul i numai unul din aceste (s + 1) - spatii afine.

Demonstratie: 1I: Sa aratam intai ca orice s - subspatiu liniar C' C ZJ* este continut in
exact 2% — 1 subspatii distincte de dimensiune s + 1.
Orice (s + 1) - spatiu care contine C este de forma

C=C+tb={a+tb|acC, t=0,1},
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unde b ¢ C' este un punct arbitrar fixat. Aceasta rezulta imediat din faptul ca orice baza
a lui C poate fi extinsa la o baza a lui C.
Pentru doua puncte b, b’ & C| spatiile liniare C' + tb si C' + tb’ coincid daca si numai

daca b si b’ sunt in acelagi subspatiu modulo C' (Lema 15.1).

Din aceeasi lema rezulta ca sunt in total o> subspatii modulo C'. Unul este chiar C,

iar celelalte contin numai puncte dinafara lui C'. Deci — inafara de C' — exista 2% — 1
spatii distincte C' + tb pentru b & C.

IT: Orice s - spatiu afin L =a+ C (dimC = s) este continut in 2™ % — 1
(s + 1) - spatii afine distincte de forma a + C.
Cu I, orice spatiu care contine L este de forma b + C. Deoarece L este de forma a + C,
rezultd cid a € b+ C, deci a — b € C, de unde rezulta (Lema 15.1) ci punctele a, b sunt
in acelasi subspatiu modulo C'.

ITI: Orice punct b ¢ L = a+C este intr-un (s+ 1) - spatiu afin care contine L, anume
a+ C unde C = C +t(b — a).

Intr-adevir, alegind t =151 0 € C, avem b =a+ [0+ (b — a)].

Pentru a verifica ca C' are dimensiunea s + 1 este suficient de aritat ca b —a ¢ C;
daca prin absurd b —a € C, atunci a+ (b —a) = b € C, contradictie.

In final, ar mai trebui ariitat ci acest (s + 1) - spatiu afin care il contine pe b este
unic. Orice (s+ 1) - spatiu afin care contine a+ C' are forma a+ C unde dim(C) = s+ 1.

Daci b € a+ C, atunci b —a € C, deci C contine spatiul liniar C' + (b —a). Cum
ambele spatii au aceeagi dimensiune (s + 1), ele coincid. q.e.d.

Corolarul 6.1 Dacd numdarul de erori din cuvantul receptionaty estet < 2™ "1 atunci
pentru fiecare s - spatiu afin L (0 < s < r) magoritatea (s+ 1) - spatiilor afine care contin
L au aceeasi paritate a erorilor ca L.

Demonstratie: Conform Teoremei 20.1, un s-spatiu afin L este inclus in 2™7" — 1 > 2¢
(s 4+ 1) - spatii afine L', fiecare L’ fiind unic determinat de un punct din afara lui L. Sa
consideram toate punctele p; € L pentru care caracterul y; este modificat. Lor le core-
spund cel mult ¢ (s+1) - spatii afine L'. Toate celelalte spatii L’ ramase au proprietatea
ca nu contin nici un punct p; din afara lui L pentru care y; este gresit. Deci aceste spatii
au aceeagi paritate de erori ca gi L, iar numarul lor este cel putin (2™" — 1) —t > ¢, deci
majoritar. q.e.d.

Algoritm de decodificare pentru RM (r,m):

1. (Inifializare): La receptionarea unui cuvant y € ZJ" se considera toate (r + 1)
- spatiile afine L. Un spatiu L se numeste impar daca yfy, = 1 (reamintim, fy, este
functia caracteristica a spatiului afin L). In caz contrar L este par.

2. (Inductie): Pentru fiecare s = r, 7 —1,...,0 unde (s + 1) - spatiile afine au fost
definite drept pare sau impare, se considera toate s - spatiile afine. Un s - spatiu
afin L este par daca majoritatea (s+ 1) - spatiilor afine care contin pe L sunt pare;
altfel L este impar.

3. (Final): Pentru ¢ = 0,1,...,2™ — 1, se corecteaza y; daca si numai daca 0 -
spatiul afin {p;} este impar.
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Tabelul 6.1: Primul pas al decodificarii lui 11101010

Plan Paritate Plan Paritate

{P1,pPs.P5,P7}  par | {P1,P3,Ps:Pe} impar
{pP2,P3,P6,Pr} impar | {p2,P3,Ps,Ps}  par
{P4,Ps,P6,P7} impar | {po,P3,Ps,Pr}  par
{p07 P2, P4, pG} impar {pO, P2, Ps, p7} par
{p07 P1, P4, ps} par {Poa P1, Pes, p7} impar
{p07p17p27p3} par {plapz,P4,P7} par
{P1,P2,Ps5,P6}  impar | {Po,P3,Ps,Pe} impar

Tabelul 6.2: Al doilea pas al decodificarii lui 11101010

Dreapta Paritate | Dreapta Paritate | Dreapta Paritate

{po,pP1}  par | {p1,ps}  par | {ps,ps}  par
{po, Pz} par {P1> Pe} par {P3> Pﬁ} impar
{po.ps}  par | {p1,pr} par | {ps,pr}  par
{p07 P4} par {Pz; Ps} par {p4, ps} par
{po.ps}  par | {p2,psa} par | {ps,pe} impar
{Po;Ps} impar | {p2,ps}  par | {ps,pP7r}  par
{po;p7}  par | {p2,pe} impar | {ps,pe} impar
{p1,p2} par | {p2,p7} par | {ps,pr}  par
{p1, p3} par {P3, p4} par {P67 p7} impar
{pl, P4} par

Exemplul 6.3 Sa consideram RM(1,3) in care s-a receptionat cuvantul
y = 11101010
La primul pas trebuie sa decidem care plane (2-spatii afine) sunt pare si care sunt
impare. De exemplu planul L = {p1, ps, Ps, Pr} este par deoarece
yfy, = 11101010 - 10101010 = 0
(vezi Prelegerea V', Paragraful 5.3.1). Se obtine Tabelul 8.1.
La pasul urmator trebuie sa decidem paritatea fiecarei drepte (1-spatiu afin). Orice
dreaptd este inclusa in 23~1 — 1 = 3 plane distincte.
De exemplu, linia {po,p1} este confinutda in trei plane:
{Po,P1,P4,Ps} (par), {Po,P1,P2,Ps} (par), {Po,P1,Ps,Pr} (impar)
deci, prin magjoritate, {po,p1} este pard.
In mod similar se efectueaza calculele pentru toate liniile, obtinandu-se Tabelul 8.2.
Se poate trece acum la corectarea erorilor. RM(1,3) poate corecta mazim gm-r=1l_1 =
237171 — 1 =1 erori. {po} este continut in sapte linii: sase pare si una impard, deci yo
este corect ete. Singurul bit care trebuie corectat este yg deoarece {pe} este in sapte linii,
din care sase impare. Cuvantul - cod trimis a fost deci 10101010.

Algoritmul de decodificare se bazeaza pe urmatoarea observatie:



74 CAPITOLUL 6. DECODIFICAREA CODURILOR REED - MULLER

Fie codul RM(r,m) si y € Z3* un cuvant receptionat.
Un (r + 1) - spatiu afin L este par = yfL =0.

Intr-adevér, dacil y este cuvant - cod, atunci yfy, = 0 (Prelegerea V, Exercitiul 5.11).
Acum, daca au fost perturbate un numar par de caractere din y, corespunzatoare unor
puncte din L, valoarea produsului scalar yfy, nu se modifica (atentie ! se lucreaza intr-
un corp de caracteristica 2). Pentru un numar impar de pozitii perturbate, valoarea
produsului scalar este 1.

6.3 Algoritm algebric de decodificare majoritara

Inafars de algoritmul prezentat anterior, care se bazeaza pe reprezentarea geometrica
a codurilor R — M, se poate da si o varianta algebrica de decodificare, folosind direct
definitia decodificarii majoritare.
In cele ce urmeazi si consideram un cod RM(r,m) fixat. El are k = 14+C +...+C",
simboluri de informatie i lungimea n = 2™.
Xo
. X1
In matricea U, = ) care contine pe coloane toate elementele spatiului

Xm-1
liniar Z3*, vom nota cu w; (0 < i < m — 1) coloanele care reprezinta baza (naturald) a lui
zm.
Deci, orice coloana w; (0 < j <n —1) din ZJ" se poate scrie

m—1
Wj = Z tijui, tij € {O, 1}
=0

Orice cuvant v € Z3 poate fi considerat indicatorul unei multimi de cuvinte din Z3*: acele
coloane din U, ,, care corespund pozitiilor din v unde se afla valoarea 1.

Exemplul 6.4 Pentru orice j =0,...,n—1, cuvantule; = 00...010...0, cu 1 pe pozitia
J corespunde cuvantului de pe coloana j din Uy, .
Cuvantul 1 = 11...1 corespunde intregului spatiu Z3"*.

Propozitia 6.1

m—1
ej=[[ i+ (L+t;)1, Vj,0<j<2m—1
=0

Demonstratie: Sa aratam intai ca x; + (1 +¢;;)1 reprezinta indicatorul acelor coloane din
m—1

U care au aceeasi componenta ¢ ca si coloana wj = E tiju;.
=0

Intr-adevar:

1. Daca t;; = 1, atunci x;+ (1 +t;;)1 = x;+(141)1 = x; care este indicatorul multimii
coloanelor cu 1 (ca si w;j) pe linia i.
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2. Daca t;; =0, atunci x; + (1 +¢;;)1 = x; + 1 care are componentele lui x; cu 0 si 1
permutate, fiind deci indicatorul multimii coloanelor care au 0 (ca si wj) pe linia i.

m—1

Cuvantul H [xi + (1 + ¢;;)1] reprezinta indicatorul multimii acelor coloane din matricea
i=0

Unn care au toate componentele egale cu cele ale coloanei wj. Cum coloanele matricii U
sunt distincte, aceastd multime este chiar {w;}, al carei indicator este e;. q.e.d.

Fie mesajul de informatie ajas . .. ax € Z5. Ele se codifica cu ajutorul (2™, k) - codului
Reed - Muller in cuvantul - cod

f=0fo, 1, fom1) =

a1l 4+ asXp+ ...+ @pi1Xm_1 + QmioXoX1 + - - + G Xm - rXm-ri1---Xm_1-

Putem enunta acum rezultatul principal pe baza caruia se construieste algoritmul algebric
de decodificare majoritara pentru codurile R — M.

Teorema 6.2 Pentru fiecare componenta as din mesajul de informatie care se inmulteste
— la codificare — cu un produs de forma X, X, ...X;,, exista 2™ " sume disjuncte (cu
termeni diferiti) egale cu ag, continand fiecare 2" componente ale cuvantului - cod cores-
punzator £ = fofi... fu_1.

Demonstratie: Tinand cont de Propozitia 6.1 si de faptul ca eg,eq,...,e,_1 constituie de
asemenea o baza pentru Zj, putem scrie:

—_
—_

n—

n—1
f:(anfla"'afn71>:ijej: fj [X1+(1+t1j)1]
=0 0

j .

Il
=)

1=

Prin urmare, ca un produs de forma x;, ...x;, sa fie in aceasta suma, trebuie ca t;; = 0
pentru ¢ & {iy,4s...,4}. Daca notam

m—1

Cliv,....ij) ={p|p=Y tp2 ty=0dacdi¢ {ir,... i;}} =
=0
= {p | P = ti1p2i1 + ti2p2i2 + ...+ ti].pzij, tisp S {0, 1}, S = 1,2, .. ,j},

vom avea
T
fz(f()afla---afnfl):z Z Z i | X Xiy - Xi,
t=1 i1<i2<...<it \FEC(i1,...,it)
Pe de-alta parte,
f = (fo, ey fnfl) = &11 + 92X + ...+ Am+1Xm—1 + Am+2X0X1 4+ ...+ QpXm—r .- - Xm—1-

Prin identificare, rezulta ca elementul as, coeficient al produsului x;,x;, . . . X;, este

r

a,= Y f (1)

JEC(i1,...ir)
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Fie z & {41,...,4,}. Deoarece baza codului RM(r,m) nu contine monoame de forma
Xi, - .- X4, Xj,,,, vom obtine prin codificare

> o fi=0. (2)

JEC (i1, 0s0r,2)

insé,
C(ih e ,iT,Z> = C(ih e ,ir) U [O(Zl, e 7i7‘) -+ 22],

unde s-a notat C' + a = {x + a| z € C}. Intr-adevir, putem scrie

Clin, o yipy 2) = {J] J = tiy20 4+ 3,20 +1,52°) =
= {]’ ] = ti1j2“ 4+ ... +tirj2ZT} U {]l j = tilell 4+ ...+ tierZT + 22} =
- C(il, e ,ir> U [C(Zl, cee ,’ir) + 22],

cele doua multimi ale reuniunii fiind disjuncte.
Deci relatia (2) se scrie Z fi+ Z f; = 0si — tinand cont de (1), avem

jeC(il,...,ir) jec(i1a~~~:ir)+22

a+ > fi=0 (3)

JEC (i1,..esir)+27

Din (1) si (3) rezulta urmatoarea afirmatie: daca m = r 4 1, pentru orice simbol de
informatie ags Inmultit la codificare cu un produs de forma x;, ...x;, exista 2m7" = 2
sume disjuncte ((1) si (3)), fiecare de cate 2" componente ale lui f.

Aceste doua relatii se numesc relatii de determinare a componentei a,.

Fie acum zy,20 ¢ {i1,...,%.}. Deoarece baza codului nu are produse de forma
Xiy - X Xy g Xy o, VOIL AVEQ

>, fi=0 (4)
jec(il,.-.,ir7zl,z2)

Dar

C(il, e ,ir, 21, 22) = C(il, ce ,ir)U[C(il, e ,iT)+2Z1]U[C(i1, Ce ,iT)—i-QZQ]U[C(ﬁ, e ,ir)+2zl+222]

Deci (4) se descompune in

. hit > fi+ > fi+ > fi=0

GEC i yensir) FEC (i i) 4271 GEC it youin) +272 GEC ity +271 4272

ceea ce — tinand cont de (1) si (3) devine  as + a5 + as + Z fi =0.
JEC(i1,uuyir)+271 4272

a, = > f; (5)

FEC(i1,eeyir)+281 4282

deci
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Am ardtat astfel cd, dacd m = r + 2, atunci exista 2™ = 22 = 4 sume ((1), de doud
ori (3) pentru z; respectiv zs, i (5)) care dau pe ay, fiecare suma continand 2" componente
ale lui f. Deci, pentru a, exista in acest caz patru relatii de determinare.

Teorema rezulta in continuare printr-un procedeu de inductie finita. q.e.d.

Sa vedem cum se foloseste Teorema 11.1 la decodificarea majoritara a codurilor Reed
- Muller:

Dupa cum s-a vazut, pentru fiecare componenta a, corespunzatoare unui produs de
forma x;, ...x;, exista 27" sume disjuncte, continand fiecare 2" componente ale lui f
care — in absenta erorilor — vor fi toate egale cu as.

Deoarece sumele sunt disjuncte (deci termenii lor sunt elemente diferite ale cuvantului
- cod), o eroare singulara va afecta o singura relatie de determinare a lui as. Prin urmare,
dacd in transmiterea cuvantului - cod f apar cel mult 2""~! — 1 erori independente,
putem determina — prin majoritate — pe ag, identificandu-1 cu valoarea a jumdtate plus
unu din relatiile de determinare corespunzatoare.

Dupa ce se determina in acest mod coeficientii tuturor produselor xj, .. .X;,, se scade
din vectorul receptionat combinatia liniara

apXg -+ Xp1+ oo+ OpXm—r - - Xm—1-

In acest fel problema se reduce in continuare la decodificarea intr-un cod de ordin r — 1
si lungime 2™; procedeul este similar, fiind determinate aici componentele de informatie
care se codifica prin inmultire cu produse de forma x;, ... x5, , (1 <j2 < ... < Jr_1).

Exemplul 6.5 Fie codul RM(2,4). El are lungimea n = 16, ordinul r = 2, k = 1 +
Ci + C% = 11 simboluri de informatie si n — k = 5 simboluri de control. Deci el este un
(16,11) - cod liniar, capabil sd corecteze cel mult o eroare (pentru cd 247271 —1=1).

Orice mesag de informatie (ay,as, ... ,a11) € Z3* se codificd in cuvantul

f=(fo,. .., fi5) = a1l + asXo + asXy + asXz + asXs + agXeXy + arXeXz + agXeXs +
a9X1X2 + a190X1X3 + A11X2X3.

Sa stabilim de exemplu relatiile de determinare pentru ag, care se codifica prin inmulfire
cu X1Xo. Trebuiesc calculate mulfimile:

C(1,2) = {j| j = t1;2" + 2,22, t;; € {0,1}} = {0,2,4,6}
C(1,2) +2° = {1,3,5,7}

C(1,2) + 2% = {8,10,12, 14}

C(1,2) +2° 423 ={9,11,13,15}.

Deci relatitle de determinare corespunzatoare lui ag devin

ag = fo+ fa+t fat fo ag = f1+ fs+ fs + f7
ag = fg + fio+ fio + fua ag = fo+ fii + fis + fis

Daca intervine o eroare in timpul transmiterii cuvantului - cod £, va fi afectata o singura
relatie de determinare, celelalte trev relatii dand valoarea corecta a lui aq.

Dupa ce s-a determinat valorile ag, a7, as, ag, ayg, a11, se trece la etapa a doua a de-
codificarii, scazand din cuvantul receptionat combinatia

aeXpX1 + a7XpX2 + agXoX3 + AgX1X2 + A19X1X3 + @11X2X3
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st aplicand cuvantului obtinut procedeul de corectare a erorilor pentru codul RM(1,4).
In final, ay se decodifica in codul RM(0,4), ceea ce inseamnd ca el este egal cu valoarea
magoritara (0 sau (1)) luata de elementele fo, f1,. .., fis.

6.4 Decodificarea codurilor RM(1,m)

Pentru cazul » = 1 se poate da si un alt algoritm de decodificare, extrem de eficient.
El foloseste transformarea Hadamard pentru aflarea celui mai apropiat cuvant - cod (in
distanta Hamming).

Vom da initial cateva notiuni ajutatoare.
Definitia 6.3 Fie A,,,, B,, doua matrici. Se defineste produsul Kronecker A x B ca
fiind matricea Cpppng = [aijB].
Acest produs este evident asociativ gi necomutativ; el va fi utilizat pe larg si pentru alte
constructii.

Exemplul 6.6 Fie H = ( bl > , Ir= ( Lo ) Atunci

1 -1 0 1
1 10 0 10 1 0
1 =10 0 01 0 1
LhxH=|4 o1 1| Hxk=] 14 1
0 01 —1 01 0 —1

Se considera girul de matrici definit
H' = Iy x Hx Iy, i=12,...
unde H este matricea (Hadamard) definita in Exemplul 6.6.

Exemplul 6.7 Fie m = 2. Atunci
H%:IQXHX]1:IQXH, H22:]1><HXIQZHXIQ.

Exemplul 6.8 Fie m = 3. Atunci:

1 10 00 00 0
1 =10 00 00 0
0 01 10 00 0
0 01 10 00 0
Hy=LxHxh=1, 64 01 10 o]
0 00 0110 0
0 00 00 01 1
0 00 00 01 —1
10 1 000 0 0
01 0 100 0 0
10 -1 000 0 0
01 0-100 0 0
Hi=LxHxL=130 9 9010 1 0|
00 0 001 0 1
00 0 010 -1 0
00 0 001 0 —1
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1000 1 0 0 0
0100 0 1 0 0
0010 0 0 1 0
0001 0 0 0 1

Hi=hxHxLi=| 1 000 _1 o 0 o0
0100 0 -1 0 0
0010 0 0 -1 0
0001 0 0 0 —1

Modalitatea recursiva de constructie a codurilor RM (r, m) (Prelegerea V', sectiunea 5.2)
sugereaza existenta unui algoritm similar de decodificare. Acest algoritm exista numai
pentru RM (1, m) si il prezentam fara a demonstra corectitudinea lui.

Algoritm de decodificare a codurilor RM (1, m):

Fiey € Z (n = 2™) cuvantul receptionat si G(1, m) matricea generatoare a codului.
1. Se inlocuieste 0 cu —1 1n y; fie y’ noul cuvant;
2. Se calculeaza y; = y'H!, yi=yi1H: (2<i<m);

3. Se determina pozitia j a celei mai mari componente (in valoare absoluta) a lui
Ym-
Fie v(j) € Z% reprezentarea binara a lui j pe m biti (incepand cu bitii cei mai
semnificativi). Cuvantul decodificat este:

(1,v(j)) daca aj - a componenta a lui y,, este pozitiva,

(0,v(j)) daca aj - a componenta a lui y,, este negativa.

Exemplul 6.9 Fie m = 3 i G(1,3) matricea generatoare a codului RM(1,3). Sa pre-
supunem ca s-a receptionat cuvantul y = 10101011.
Primul pas al algoritmului transforma acest cuvant iny’ = (1,—1,1,—-1,1,—1,1,1).
Se calculeaza apoi:
yi = y'Hl = (0,2,0,2,0,2,2,0)
ya = y1H2 = (0,4,0,0,2,2, —2,2)
vs = yo H? = (2,6,-2,2,-2,2,2, —2).

Cea mai mare componentd a lui ys este 6 pe pozifia 1. Cum v(1) = 100 i 6 > 0,
rezulta ca a fost codificat mesajul de informatie 1100.
Daca s-a receptionat cuvantul y = 10001111, atunci y’ = (1,—1,—1,—-1,1,1,1,1) gi

Y1 = Y/H§ - (07 27 _27 07 27 07 27 0)7
Y2 = Y1H§ = (_27 27 27 27 47 07 07 0)7
Y3 = Y2H§’ = (27 2a 2a 27 _67 27 27 2)

Cea mai mare componenta a lui ys (in valoare absolutd) este —6 aflata pe pozitia 4.
Deoarece v(4) = 001 §i —6 < 0, mesajul transmis este 0001.
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6.5 Exercitii

6.1 In codul Hamming (15,11) sa se decodifice mesajele
111100000000000, 011101000111001.

6.2 Demonstrati Lema 15.1.

6.3 Sa se decodifice cuvantul 01111100 in RM(1,3). Verificati corectitudinea decodificarii.
6.4 Sa se decodifice 0111100 in RM(2,3).

6.5 Sa se scrie toate relatiile de determinare din codul RM(2,4).

6.6 Aceeasi problema pentru codul RM(1,3).

6.7 Sa se decodifice 1111111011111111 in RM(2,4).

6.8 Aratali ca orice hiperplan L in geometria euclidiana peste Z3* are drept complement
Z5\ L tot un hiperplan.

6.9 In codul RM(1,3), sd se decodifice cuvintele
01011110, 01100111, 00010100, 11001110.

6.10 Sd se calculeze HY pentrui=1,2,3,4.

6.11 In codul RM(1,4), si se decodifice cuvintele:
1011011001101001, 1111000001011111.



Capitolul 7

Alte clase de coduri elementare

Inafara codurilor Hamming si Reed - Muller se pot construi gi alte clase de coduri cu
proprietati remarcabile. Vom prezenta numai cateva astfel de coduri — nu toate liniare —
punand in evidenta la fiecare clasa caracteristicile sale specifice.

7.1 Codurile MacDonald

Fie A, un cod liniar peste Z5 si G matricea sa generatoare.

Vom nota cu M 5x_y 0 matrice care contine toate coloanele nenule posibile de k
elemente, care se pot construi peste Z,. Ordinea acestor coloane este arbitrara dar fixata.
Coloana 7 din matricea M se va numi coloana de tip i. Pentru usurinta notatiei se admite
asertiunea ca tipul de coloana 7 este reprezentarea in binar a numarului zecimal i.

Deoarece codul A, j, nu este influentat de operatiile elementare efectuate asupra coloanelor
din matricea generatoare (in particular permutarea de coloane), este suficient sa definim
acest cod indicand doar numarul coloanelor de fiecare tip care intra in componenta ma-
tricii generatoare.

Se obtine astfel reprezentarea modulara a codului A, j:

N = (nl,nz, ce ,n2k,1>
unde n; este numarul coloanelor de tip i care apar (sau nu) in matricea G,

2k—1

E n;, = mn.
i=1

Exemplul 7.1 Sa luam k = 2, n = 3 si matricea generatoare G = ( 010 ) :

1 11
011

Avem matricea M = (1 01

) (coloanele sunt reprezentarile binare ale nu-

merelor 1,2,3).
Reprezentarea modularda a codului generat de matricea G este atunci N = (2,0,1)
(pentru ca in G existd doud coloane de tipul 1, nici una de tipul 2 si una de tipul 3).

81
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Sa introducem matricea

KQk—l,n - MTG
K are drept linii toate cuvintele nenule ale codului 4,, .

Fie de asemenea matricea patrata simetrica:

CQk—l,Qk—l - MTM

[ s R
O =
[ RS

1 01
Astfel, pentru Exemplul 194, K= 0 1 0 |, C =
1 11

Teorema 7.1 O lista a ponderilor cuvintelor codului A,y se obfine inmultind (in R)
matricea de reprezentare modulard cu matricea C':

WQk_l - NC (1)
Demonstratie: Sa scriem matricea M sub forma unei matrici linie
M = (V17V2a SR 7V2k71)7
unde v; (1 <i < 2% — 1) este coloana de tip i din matricea M.
Matricea generatoare corespunzatoare reprezentarii modulare N = (ny,ng, ..., nok_q)
este
G=(V1,...,V1,Va, ..., Vo, ..., Vok_1,...,Vok_1)
N A g N >
vV vV Vv
ni n2 n2k71

unde nq +no + ...+ Nogk_; = N.
Se obtine deci

Vi ViVvy V1Ve c. V1Vaok_q
Vo VaVviy VaVo c. V2Vok_q
C: . (Vl,...,Vzk_]_) == . 5
Vok_1 Vok_1V1 Vok_1V2 ... Vaok_1Vok_ 1

unde produsele scalare sunt efectuate in Z,.
Acum, W = (wy,ws, ..., wok_1) = (N1, N2, ..., n9e_;)C, Inmultire efectuata in R.
Prin identificare rezulta
W; = N1V1Vi+ NaVaVi + ...+ Nogk_1Vok_1Vj.
Deoarece toate produsele scalare vjv; sunt 0 sau 1, w; este un numar natural. El este
chiar ponderea cuvantului cod care ocupa linia ¢ in matricea K.
intr—adevér, avem

Vivy ViVvi Ce ViVok_1q
VaViy VaViq . VaVok_1q
K2k—1,n - : )
Vok_1V1 Vok_1Vy ... Vok_1Vok_ 1

produsele scalare fiind in Z,.

Deci ponderea cuvantului situat pe linia ¢ in matricea K este:

Vivi+ ...+ ViVi+...FViVok_q1 + ...+ ViVok_1 = N1ViVi+...+Nok_1ViVok_7. q.e.d.
N e N 7

v ~\~
n
1 Nok _q
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Ne punem problema de a determina un cod atunci cand se da vectorul ponderilor
cuvintelor sale (deci gi ponderea minima, adica distanta Hamming).
Formal, din (1) se obtine
N=wcC™!

inmultire efectuata in R.
Formula este adevarata numai dacd demonstram ca matricea C' este inversabila.
In acest sens avem:

Teorema 7.2 Matricea C' este nesingulara. Inversa ei se calculeaza inlocuind in C' pe 0
cu —1 si impdrtind toate elementele cu 2F1.

Demonstratie: I: Fiecare linie (deci si coloand) din C' contine 1 pe 2¥~! pozitii. Doua linii
(coloane) distincte din C' au in comun 1 in 2872 pozitii.
Intr-adevar, liniile lui C' — la care se adauga linia nula — formeaza un spatiu liniar

cu 2% cuvinte binare. Si considerim submultimea liniilor care au 1 in componentele i
k

2
si 7. Ele formeaza un subspatiu liniar cu 5 = 282 elemente deoarece, factorizand cu

acest spatiu se obtin patru clase de resturi, corespunzatoare componentelor (7, 7) de forma
(0,0),(0,1),(1,0),(1,1).

Pentru a arata ci 1 apare pe fiecare linie din C' de 2*~! ori se rationeaza similar.

II: In aceasta situatie, putem scrie

b=l k=2 gk=2
2k—2 2k—1 o 2k—2

o = . = 22T+ J)
2k72 2k72 . . 2]€71

unde [ este matricea unitate iar J este matricea patrata cu toate elementele egale cu 1,
ambele de ordin 2%,

Se mai observa ca CJ = 281J. Deci
20— J

1 1
I= F(202 — 2k 1)) = ST (2C* -CJ)=C ST = cc.
De aici rezulta ca C este inversabila i  C~! = = (2C —J). q.ed.
Exemplul 7.2 Fie k =3, n=15. Vom avea:
1010101
01 10011
0001111 1100110
M={011001T1]/], C=M'M=|0001111]/,
1010101 1011010
0111100
1101001

1 -1 1 -1 1 -1 1
-1 1 1 -1 -1 1 1
1 1 -1 -1 1 1 -1

o=t 1 0 1 1 1 1
Sl TS T S NS S R |
101 01 1 1 -1 -1
11 -1 1 -1 -1 1
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S = O

1 011
Daca luam codul binar cu matricea generatoare G = | 0 0 1 0 |, elarereprezen-
0 1 01

tarea modulara N = (1,1,0,1,1,1,0). Vectorul ponderilor cuvintelor - cod este W =
(2,2,4,3,3,3,3)L. Intr-adevdr, cuvintele - cod sunt liniile matricii

00101
01010
01111
K=]110011
10110
11001
1 1100

Sa determinam acum reprezentarea modulara a unui cod liniar binar in care toate cuvintele
- cod au aceeasi pondere w (si deci distanta minima va fi d = w, iar numaratorul de ponderi
P(X) =1+ (2¥ = 1)X%). Vom avea prin ipotezda W = (w,w, ..., w).
2k—1
Dupa cum am remarcat in demonstratia Teoremei 20.2, 1 apare pe fiecare linie din C'
in 2871 pozitii. Rezultd (Teorema 20.2) ca in C~!, 1 va apare pe fiecare linie (coloani)
tot in 21 pozitii, in rest fiind —1. Deci
N=WwC"= w2 ® w2 ®")

v~

2k—1

Problema enuntata are solutie dacé w se divide cu 2¥~!; in acest caz, reprezentarea mod-
ulara este de forma N = (r,r,...,r), adica fiecare tip de coloana apare in matricea
——
2k—1
generatoare de r = w - 2~ (=1 ori,
Plecand de la aceste considerente, McDonald a introdus o clasa de coduri pentru care
reprezentarea modulara este de forma 0°17. Mai exact,

n d N
2F_1 k-1 (1,1,1,...,1)
ok _ 9 ok-1 _ 1 (0,1,1,...,1)
ok —3 ok=1 _ 9 (0,0,1,...,1)
ok _ ou k1 _ gu-1 0,...,0,1,...,1)
—— ——
2u—1 2k _9u

Aceste coduri au proprietatea ca prezinta o distanta minima foarte apropiata de marginea
Plotkin.
Sa luam de exemplu al treilea cod din tabelul de sus. Reamintim, marginea Plotkin

este 1
g<™ k(q -
q° —1
In cazul codului McDonald avem g=2,n=2"-3 d=2F1—-2 deci
=g —1 2k — 3)2k-1 2k — 9
M_d:¥_(2k—l_2):_<1,
gk —1 2k — 1 2k — 1

'De aici se poate obtine si numaratorul de ponderi: P(X) =1+ 2X2 +4X3 + X4,
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7.2 Coduri derivate din matricile Hadamard

In Capitolul anterior am folosit o matrice Hadamard pentru a construi un algoritm de
decodificare al codurilor RM (1, m). De fapt matricile Hadamard pot fi utilizate in mod
direct la constructia de coduri.

Definitia 7.1 Se numeste matrice Hadamard H,, o matrice patrata de ordinul n cu ele-
mente 1 st —1, ale carei linit sunt ortogonale doua cate doua.

Teorema 7.3 Fiind datd matricea Hadamard H,, (n par) se poate construi un cod de

n
distanta minima d = 5 format din 2n cuvinte de lungime n.

Demonstratie: In matricea H,, vom inlocui 1 cu 0 si —1 cu 1 gi vom nota vi,va,..., vy
vectorii care formeaza liniile noii matrici.
Codul cautat este

C={vi,va,...,Vn,—V1,—Va,...,—Vp}.

Acest cod (care nu este neaparat liniar) are 2n cuvinte de lungime n.

Mai trebuie aratat ca distanta sa minima este n/2.

Deoarece v si —v difera in toate componentele, distanta Hamming dintre ele este n.
Pe de-alta parte, din proprietatea matricilor Hadamard rezulta

Vi<:|:Vj) =0, Vi,j € {1, R ,n}, N

Pentru ca aceasta egalitate sa fie adevarata, este necesar ca vj si v;j sa coincida in jumatate
din componente si sa difere in cealalta jumatate (atentie, calculele se fac in R, nu in Z,!).

n n
Rezulta ca distanta Hamming dintre cele doua cuvinte este 5 Deci d = 5 q.e.d.
Pentru n = 32 un astfel de cod a fost folosit de programul spatial Mariner.

H, H,

", —H, ) este ma-

Teorema 7.4 Daca H, este matrice Hadamard, atuncit Ha, = (

trice Hadamard.

Demonstratie: Evident, H,, este o matrice 2n x 2n cu elemente 1. Mai trebuie aratat
ca liniile sale sunt ortogonale doua cate doua.

Avem: [vi, vi][vi, —Vvi] = vivi — vivi =n —n = 0.
De asemenea, pentru i # j, [vy, vi|[vj, £v;] = [vi, vj] £ [vi, v =0+ 0= 0. q.ed.

Pe baza acestei teoreme, putem construi coduri Hadamard a caror distanta sa fie oricat
de mare. Este suficient sa gasim o matrice Hadamard initiala, pe care (folosind Teorema
20.3) sa o "dilatam” ulterior cat este nevoie.

O astfel de matrice Hadamard initiala a fost data in Capitolul 6:

1 1
=1 1)

Pentru constructia altor matrici (si coduri) Hadamard mai generale au fost elaborate
diverse tehnici. Una din cele mai cunoscute este cea a lui Paley si Hall.
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Definitia 7.2 O matrice patrata M de ordinn cu 0 pe diagonala principala si £1 inafara
ei, astfel ca MMT = (n — 1)1, se numeste matrice de conjuncturd (conference matriz).

0o 1 1 1

o 0 1 -1 0 -1 1

Exemplul 7.3 Matricile ( 10 ) ; 1 1 0 -1
-1 -1 1 0

sunt matrict de conjunctura.

Fie ¢ un numar prim impar. In corpul Z, definim functia reziduu x astfel:

0 dacaz=0
x(x) = 1 daca z este un patrat nenul
—1 1n rest

Teorema 7.5 Matricea Paley S, = (s;j) de ordin g definita prin s;; = x((¢+i—j) mod q),
(1,7 € Z,) are urmatoarele proprietati:

1. Sgdqg=J;Sq=0;
2. 5457 = qly — Jy;

Toate calculele sunt in Z. S-a notat cu I, matricea unitate de ordin n si cu J, matricea
patrata de ordin n cu toate elementele egale cu 1.

Demonstratie: Este lasata ca exercitiu.

0 -1 1
Exemplul 7.4 Pentru q = 3, matricea Paley este S3 = 10 -1,

-1 1 0
0 1 -1 -1 1
1 0 1 -1 -1
iar pentru q = 5, Ss=| -1 1 0 1 -1
-1 -1 1 0 1
1 -1 -1 1 0

De remarcat cd ST = —Ss, ST = S5 (ceea ce verificd si Teorema 7.5, punctul 3).

Teorema 7.6 Fie ¢ un numar prim impar astfel incat ¢ = 3 (mod 4) (numar Blum).
Atunci exista o matrice Hadamard de ordin q + 1.

Demonstratie: Din ipoteza si Teorema 7.5, se poate defini matricea Paley S,. Construim
matricea M de ordin ¢ + 1 astfel:
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Se verifica faptul cd M este o matrice de conjuncturd cu proprietatea M7 = —M
(¢ = 3 mod 4 conduce la relatia ST = —39).

Fie H=1,1+M. Avem HH" = (I,;1+ M) (T2 + M) = (I + M) (I + M7T) =
Iyyi + M+ MT + MM”T = I,01 + ql1 = (¢ + 1)I,41, deci orice doud linii distincte ale
lui H sunt ortogonale.

Rezulta ca H este matrice Hadamard de ordin ¢ + 1. qg.e.d.

Plecand de la matricile Paley se pot construi si alte coduri Hadamard (modificand
putin Teorema 7.3).
Fie S, o matrice Paley de ordin n (conform Teoremei 7.5). Un cod Hadamard de
1 1
ordin n poate fi definit cu 0,1 si cu liniile matricilor §(Sn + I, + J,), 5(—Sn + I, + Jn).
Acesta este un cod care contine 2n + 2 cuvinte - cod de lungime n gi are distanta minima
n—1
d= )
2

Exemplul 7.5 Pentrun =9 = 32, codul Hadamard este format din cele 20 cuvinte care
formeaza linile matricii

0 0 0 0 0 0 0 0 0
J P? P
P J P?
P? P J
I J— P? J—-P
J—P I J — P?
J— P? J—P 1

010
unde P=1| 0 0 1 |, sarl st J sunt de ordin 3.
100

7.3 Coduri produs

Sa consideram un cod de lungime n = nins. In loc si scriem cuvintele sale sub forma
de linii de lungime n, le putem reprezenta ca matrici cu ny linii si ny coloane. Un mod
simplu de a realiza acest lucru este de a scrie cuvantul cod a = aga; ... a,_1 ca o matrice
X = [l‘ij],o S 1 S ny — 1, 0 Sj S Ng — 1, unde Tij = Qingj-

Aceasta va fi numita scrierea canonica.

Definitia 7.3 Fie C,Cy doua coduri liniare de lungime ny si respectiv ny. Se construieste
codul C' de lungime niny ca mai sus (folosind scrierea canonica). Spunem ca C' = Cy x Cy
este codul produs al lui Cy cu Cy daca si numai daca C' consta din toate cuvintele - cod
wn care scrierea canonicd verifica proprietatile:

e Fiecare coloanda a unei matrici este un cuvant - cod din Cy;

e Fiecare linie a unei matrici este un cuvant - cod din Cy.
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De remarcat ca prin permutarea lui C; cu Cs se obtine un cod echivalent.

Teorema 7.7 Daca Cy este un (ny, k1) - cod liniar i Cy este un (ng, ks) - cod liniar,
atunci Cy x Cy este un (ning, kiks) - cod liniar.

Demonstratie: Fie G; (i = 1,2) matricile generatoare ale celor doua coduri, pe care le
presupunem in forma esalonat canonica; deci G; = [Iy, B,k
Vom nota cu g(l) (1 <i < ky) respectiv gi(z) (1 <i < ko) liniile celor doua matrici.

Definim matricile X;; (1 <@ <k, 1 <j < k,) de dimensiune n; x ng, astfel:

e Primele % linii sunt O cu exceptia liniei 7 care este ngz);

T
e Primele k5 coloane sunt 0 cu exceptia coloanei j care este gi(l)

e Pentru k > £y, linia k este gl(,i)g}z);

(2) (1T
e Pentru k > ky, coloana k este g;;'g; " .

Schematic, o astfel de matrice arata astfel:

O ... 010 ... 0O
1 r xr x
Xi=1 09 .. 0lo 0
0O =« O
AU X
0O x« O

Evident, X;; reprezinta un cuvant - cod din C; x Cy si orice alt cuvant - cod este
o combinatie liniara formata din aceste matrici. Deci X;; (1 < i < ky, 1 < j < ko)

formeaza o baza a codului C; x Cs.
Submatricile formate din primele % linii si k2 coloane formeaza multimea mesajelor

de informatie. q.e.d.
Exemplul 7.6 Sa consideram codurile liniare binare C1,Csy generate de matricile

1 01 ) 1 01
Gl—(o 1 1>respectw G2—<O 1 0).

Decing = ny = 3, ki = ko = 2. Sunt 4 matrici X;;, toate de dimensiune 3 X 3:
Xip =

X22 =

=0 h o
OO O oo o
il e e
OO O oo o
el U R Y
COoOO0C oo o
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Sa consideram mesajul de informatie 1011 pe care il asezam sub forma unei matrici

10
2x2: 11 )
Matricea - cod va fi
1 01 000 0 00 1 01
Xni+Xa+Xpe=(00O0]+({101]+]010]=11T11
1 01 1 01 010 010
Se observa ca liniile sunt cuvinte - cod din Cy, iar coloanele sunt cuvinte - cod din Cf.

Propozitia 7.1 Matricea generatoare a codului produs Cy x Cy este G X Gy unde G i
G5 sunt matricile generatoare ale celor doua coduri, iar "x 7 este produsul Kronecker.

Demonstratie: Fie (nq, k1), (ng, k2) cele doua coduri, cu matricile generatoare Gy respectiv
G, §i sa consideram matricea G x G obtinuta prin produsul Kronecker (Capitolul 6,
Definitia 6.3).

Daca se ia linia ko7 + j din aceasta matrice gi se reprezinta sub forma canonica ca o
matrice n; X ng, se obtine exact matricea X;; din constructia Teoremei 7.7. Cum Xj;
reprezinta o baza pentru codul C) x Cs, rezulta ca G x Gy este matricea sa generatoare?.
q.e.d.

Exemplul 7.7 Matricea generatoare a codului produs A; x As din Exzemplul 7.6 este:
10 1/000|1 01

B (G, 0 G\ [0 10/0o0o0]010
G_G1XG2_(0 Gy Gg)_ 000[10T1|101
000/010[010

Se observa imediat ca prin "plierea” celor patru linii din aceasta matrice se obfin matricile
Xi; din Exemplul 7.6.

Sa consideram din nou mesajul de informatie 1011. Prin inmultirea cu matricea G se
ajunge la cuvantul - cod 101111010 care - scris ca o matrice 3 X 3 - coincide cu rezultatul
din Exemplul 7.6.

Teorema 7.8 Distanta minima a codului Cy x Cy este egala cu dy - dy (dy i dy fiind
distantele minime ale codurilor Cy respectiv Cy).

Demonstratie: Daca C; are lungimea n; (i = 1, 2), sa consideram o matrice X reprezentand
un cuvant - cod nenul din C; x Cy (am vazut ca asemenea cuvinte exista).

Putem gasi deci cel putin o linie cu minim ds elemente nenule. Fiecare astfel de
element se afla pe o coloana cu minim d; elemente nenule; deci matricea X are minim
dy - dy elemente nenule. q.e.d.

Exemplul 7.8 Cele doua coduri din Exemplul 7.6 au di = dy = 2 (se gasesc imediat
cuvintele - cod gi se observa ca ponderea lor nenuld minima este 2). Deci codul produs va
avea distanta minima d = 2 -2 = 4. De remarcat ca — desi Cy si Cy nu pot corecta erori,
C1 x Cy este capabil sa corecteze o eroare.

Codurile produs - cu toate ca au fost definite de la inceputul anilor ‘60, au devenit foarte
importante odata cu folosirea lor in transmisiile telefonice fara fir si codificarea informatiei
pe CD - uri §i DV D-uri. Vom relua ulterior — pe larg — analiza acestor coduri.

2Din acest motiv, in primii ani, codurile produs erau numite si coduri Kronecker.
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7.4 Coduri optimal maximale
Fie multimea €' C Z'. Se numeste diametrul multimii ¢’ numarul
d(C) =min{d(x,y) | x,y € C, x £y}.
De remarcat ca, daca C' este cod liniar, atunci d(C') este chiar distanta sa minima.
Definitia 7.4 C' este multime optimala de distanta minima d daca:
e d(C)=d;
e Vx € 77\ C, d(CU{x}) <d.

Exemplul 7.9 In Z$, wrmdtoarele multimi sunt optimale de distantd minimd 3:
A = {000000,010101, 101010, 111111}
B = {000000,101010,011001,000111, 110100, 111111}

Definitia 7.5 Se numeste multime optimala cardinal mazimala de distanta minima d o
multime optimala din Z; avand un numar mazim de elemente.

Vom nota acest numar cu a(n,d, q).

Exemplul 7.10 Multimile date in Exemplul 7.9 sunt optimale dar nu cardinal maximale
pentru distanta 3. O multime optimald cardinal mazimald din Z§ pentru d = 3 este

¢ = {000000,001011,010101,011110, 100110, 101101, 110011, 111000},
deci a(6,3,2) = 8.

Definitia 7.6 Un cod liniar C' de distanta minima d este optimal daca C' este mulfime
optimala cardinal maximala de distanta minima d.

Spunem ca un astfel de cod satisface conditia max - min, deoarece are un numar maxim
de vectori aflati la distanta minima d.

Nu se cunosc algoritmi de constructie a unor astfel de coduri. In aceasta sectiune vom
da numai cateva conditii necesare pentru definirea codurilor optimale.

Teorema 7.9 Intr-un cod optimal C' de lungime n si distanta minima d,
CL(TL, da q) < q- CL(TL - 1a d7 Q)

Demonstratie: Putem presupune — fara a micsora generalitatea — ca primul caracter al
codului este caracter de informatie.
Fie K multimea cuvintelor din C' care au 0 pe prima componenta. Cum C' este cod
liniar, iar pe prima componenta pot apare ¢ caractere distincte, va rezulta
a(n,d,q)

card(K) = ———=.
q
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K este tot un cod liniar cu distanta minima d, in care toate cuvintele au 0 pe prima
pozitie. Daca eliminam aceasta componenta, se obtine un cod din Zg_l, tot de distanta
minima d, cu acelagi numar de cuvinte - cod.

Acest cod nu este neaparat optimal; deci conditia va fi

a(n,d,q)

aln—1,d,q) >
( ) .

Mai trebuie facuta observatia ca a(n — 1,n — 1,¢) = ¢ pentru ca un cod cu repetitie este
optimal de distanta minima egala cu lungimea cuvintelor - cod. q.e.d.

Corolarul 7.1 Dacd j > d, atunci ¢"a(j,d,q) > a(n,d,q).
Demonstratie: Din Teorema 7.9 rezulta inegalitatile:

q-a(n—1,d,q) > a(n,d,q)
q-a(n—Q,d,q) za(n_ladaQ)

Q‘a(n—i,d,Q) 2a(n—z—i—1,d,q)

Prin inmultire se obtine ¢* - a(n — 1,d, q) > a(n,d, q), dupa care se face notatia n —i = j.
q.e.d.

Teorema 7.10 Fie A,y C Z;' un cod liniar optimal de distanta minima d.

d
Dacan < q T atunci numarul k al simbolurilor de informatie verifica inegalitatea
q —
dg—1
k<n-— a 1 + 1+ log,d.
q p—

Demonstratie: Deoarece A, i, este cod liniar, numarul de simboluri de informatie va fi dat
de relatia a(n, d, q) = ¢*.
Rescriem inegalitatea lui Plotkin (Capitolul 3) sub forma d(¢* — 1) < ng* (¢ — 1),
sau
¢"(dg +n—ng) <n.

dg

Deoarece — din ipotezi — dg +mn —ng > 0, avem ¢* < —————— sau
dg+n—ng
dq
dqg) < ————.
am,@y_®+n_nq
dg—1 dg—1 dg—1
Fie 4 =i+ funde i = a , f= q .
q—1 q—1 q—1
Decigd —1=(q—1)i+ (¢g—1)f si avem
dgq dgq dq

'7d7 S y o T .
a(i,d, q) dg+i—iqg dg—(q—1)i 14 (q—1)f
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dg —1 d—1
Folosind Corolarul 15.1 si ¢ > d (deoarece [ d } = {d + —] > d), rezulta

q—1 q—1
n—dq71+f
—i . q a1
a(n,d,q) < q" 'ali,d,q) < ——qd.
) < 4l d ) < 7 Ty

Dezvoltand in serie Taylor, ¢/ <1+ (¢ —1)f (f < 1), si deci
_dg—1
a(na d7 Q) < qn et Qd,

dg—1
sau ¢~ < q”_ﬁqd, de unde — prin logaritmare — se obtine relatia din enunt. q.e.d.

7.5 Exercitii

7.1 Sa se construiasca vectorii ponderilor pentru codurile Hamming (7,4) si

RM(1,3).

7.2 Folosind vectorul ponderilor, sa se construiasca numaratorul de ponderi al unui cod
liniar.

7.3 Sa se construiasca matricile generatoare si matricile K pentru codurile McDonald
cu k=2,3,4.

7.4 Sa se construiasca matricile si codurile Hadamard pentrun =4 sin = 8.

7.5 Sd se arate cd dacd H, este o matrice Hadamard, atunci H,HE = nl,.

7.6 Sa se construiasca o matrice Hadamard de ordin 12.

7.7 Sa se arate ca matricea Hadamard Hg genereaza (8,4) - codul Hamming binar extins.

7.8 Sa se construiasca codurile produs pentru codul cu repetitie de lungime n (Cy) si
codul cu repetitie de lungime p (C3).

7.9 Sa se construiasca matricea generatoare a codului produs C x C unde C' este codul
Hamming (7,4).

7.10 Aceeagi problema pentru codul RM(1,3).
7.11 Demonstrati Teorema 7.5.

7.12 Folosind matricile Paley, sa se construiasca codurile Hadamard de ordin 5, 7 si
respectiv 10.

7.13 Sa se arate ca un cod binar liniar optimal de distanta minima d are cel pufin
2d — 1 — logod  simboluri de control.



Capitolul 8

Circuite liniare si extensii (Galois

8.1 Circuite liniare pentru operatii elementare

In aceasta sectiune presupunem ca toate calculele se realizeaza intr-un corp de caracte-
ristica ¢ (¢ numar prim).

Un circuit liniar este un graf orientat, cu trei tipuri de noduri (conectori):
e Sumator: este un conector cu cel putin doua intrari si o iesgire. Efectul este acela

de a scoate suma modulo ¢ a elementelor aflate la intrare. Operatia se executa
instantaneu.

Un sumator (cu 2 intrari) se noteaza astfel:

l

e Multiplicator: este un conector cu o singura intrare si o iegire unde se obtine rezul-
tatul Inmultirii cu ¢ € Z, a elementului de la intrare. Operatia se executa (de
asemenea) instantaneu. Notatie:

o

e FElement de inmagazinare: este un registru DFF' cu o intrare si o iesire; efectul este
intarzierea cu un tact a intrarii: elementul a € Z; intra in momentul £ si iese in
momentul k£ + 1. Notatie:

— -

Aceste trei tipuri de conectori se pot grupa arbitrar — folosind eventual si noduri obignuite.
Utilizarea lor conduce la obtinerea de circuite liniare care pot realiza automat operatii
uzuale cu polinoame: adunari, scaderi, inmultiri gi impartiri.

93
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In cele ce urmeaza, vom identifica un vector cu n + 1 componente
a=(ag,a,...,a,)
cu polinomul de gradul n cu o variabila
a(X)=ay+aX+...+a,X"

In cursul transmisiei mesajului a, ordinea de prelucrare (transmisie) se face dupa puterile
descrescatoare ale lui X; deci, sensul de circulatie a semnalelor va fi:

ap a ... Qpn —

8.1.1 Constructia unor circuite liniare uzuale

A Clircuit de inmultire cu un polinom.

Fie h(X) = hog+mX +...+h, X" un polinom fixat si a(X) = ag+ a1 X +... +ap X
un polinom arbitrar. Coeficientii ambelor polinoame pot fi luati intr-un inel arbitrar (din
considerente pur aplicative, acesta este de obicei Z,, dar constructiile raman valabile si in
cazul general).

Un circuit de inmultire cu h(X) este:

Figura 8.1:
(1) .- .

Initial elementele de inmagazinare contin 0; coeficientii polinomului a(X) intra in
stanga jos — dupa puterile descrescatoare ale lui X — cate unul la un tact, iar coeficientii
produsului ies in dreapta sus. Circuitul functioneaza n + k + 1 tacti; dupa k + 1 tacti,
la intrare se introduc zerouri in cei n tacti ramasi, pana ce elementele de iInmagazinare
contin din nou numai 0.

De remarcat ca un element de inmagazinare functioneaza dupa principiile unei variabile
de memorie (introducerea unei valori face sa dispara vechea valoare din locatie).

Circuitul lucreaza dupa formula de inmultire obisnuita:

a(X)h(X) = aghg + (aghy + arho) X + ... + (ap_1hp + axhp_1) X7 4 aph, X"

Exemplul 8.1 Sd ludm polinomul h(X) = X3 —5X?+2 € Z[X] (vectorul corespunzdtor
este h = (2,0,-5,1)). Circuitul de inmultire cu h(X) va fi:
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® O

e T O, T,

De remarcat ca multiplicarea cu 1 se face prin arc simplu (fara conector), iar multi-
plicarea cu 0 revine la suprimarea arculu. In cazul operatiilor cu polinoame din Zs[X],
toti multiplicatorit se reduc la aceste doua cazuri.

Daca dorim sa inmultim h(X) cu polinomul a(X) = 2X 4+ 8 (vector a = (8,2)),
circuitul liniar va functiona 5 tacti (pana cand toate elementele de inmagazinare revin la
0); comportarea sa este data de tabelul:

Nr. tact | Intrare Inmagazinare Iesire
0 0 0 O 0
2
-2
—40
4
16
0

Ok W N~ O
S OO O 0N
S O O oo NO
S O oo O
S o O OO

Deci, polinomul produs este 2X* —2X3 —40X? +4X +16; sau — in termeni de vectori,
(16,4, —40, —2,2).

Aceeasi operatie de iInmultire cu un polinom fixat (X)) este realizata si de circuitul liniar:

Figura 8.2:

@ﬂ@ﬂ H@ﬂﬂ@%

???

Exemplul 8.2 Circuitul liniar care realizeazd tnmultirea cu polinomul h(X) = 1+ X +X*

peste Zy este
FE}%fﬂ —{ #ﬁ>»

deoarece vectorul corespunzator polinomului h(X) este h = (1,1,0,0,1).
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B.Fie h(X) = ho+mX+...+h, X" 51 9(X) = go+ 1 X +...+ ¢, X" doua polinoame
fixate. Un circuit liniar care sa realizeze operatia

a(X)h(X) +b(X)g(X)

pentru doua polinoame arbitrare a(X),b(X) € Z,[X], este:

o(x) ! ! . ! ¢
(») (o) o) (o)
O—_ +—o1 1+ —O—{_ 0
S s
a(X) . i - l

De remarcat ca polinoamele g(X) si h(X) pot avea grade diferite; in acest caz se alege n
ca fiind gradul cel mai mare si se completeaza celalalt polinom cu coeficienti nuli pana la
gradul n.

Exemplul 8.3 Fie polinoamele g(X) =1+ X?, W(X) = X + X? + X* cu coeficienti in
Zy; deci vectorii corespunzatori vor fih = (0,1,1,0,1), g = (1,0,1,0,0). Circuitul liniar
care realizeaza expresia a(X)h(X) + b(X)g(X) este:

b(X) .

a(X)

C. Circuit lintar de impartire cu un polinom.

Fie polinomul (fixat) A(X) = hg + X + ... + hX* unde hy # 0. Un circuit liniar
care realizeaza impartirea unui polinom arbitrar a(X) = ag + a1 X + ... + a, X™ la h(X)
este:

Figura 8.3:

& ?
W X)—~—{ J—— - — J—— ]
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Initial, toate cele k elemente de inmagazinare contin 0. La intrare, timp de n+ 1 tacti
se introduc coeficientii polinomului a(X) (in ordinea descrescitoare a puterilor). In primii
k tacti, iegirea va scoate numai 0. Primul coeficient nenul apare la iesire la momentul
k + 1 si este anhl;1 (operatii in inelul coeficientilor celor doua polinoame) — coeficientul
termenului X" din cat.

Pentru fiecare coeficient ¢; al catului, polinomul ¢;h(X) trebuie scazut din deim-partit;
aceasta operatie se realizeaza printr-un procedeu de conexiune inversa (feedback).

Dupa momentul n + 1 (cand au intrat toti coeficientii polinomului a(X)) la iesire s-a
obtinut catul ¢(X) al impartirii lui a(X) la A(X), iar in elementele de Inmagazinare se
gasesc coeficientii restului.

Exemplul 8.4 Un circuit liniar de impartire (peste Q) la polinomul h(X) = 2+ X este:

@‘ .
—®

Exemplul 8.5 Fie polinomul h(X) = 1+ X?*4+X°+ X € Z,[X]. Circuitul care realizeazd
impartirea este:

O o1
Sd ludam polinomul a(X) = 1+ X4+ X5+ X7+ X9 4+ X190 pe care sd-1 tmpartim in Zs la
polinomul h(X). Se obtine catul X* + X gi restul X° + X3+ X + 1.

Circuitul functioneaza 11 tacti. FEtapele prin care trece circuitul pentru efectuarea
acestei impartire sunt reprezentate de tabelul urmator:

Nr. tact | Intrare | Elemente de inmagazinare | lesire
0 — 00 0 0 0 O —
1 1 100 0 0 O 0
2 1 110 0 0 O 0
3 0 01 1 0 0O 0
4 1 101 100 0
5 0 010 1 1 0 0
6 1 101 0 1 1 0
7 1 01 1.1 00 1
8 0 001 1 10 0
9 0 00 0 1 11 0

10 0 101 0 1 0 1
11 1 1101 0 1 0

Vectorii (1,1,0,1,0,1) - de pe ultima linie si (0,1,0,0,1) — scris ingrosat si in ordine
inversd pe ultima coloand — reprezinta restul 1 + X + X2 + X° respectiv catul X + X*
impartiri lui a(X) la h(X).
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D. Circuitul liniar care realizeaza inmultirea cu polinomul h(X )=ho+ X +...+
h, X™ urmata de 1mpart1rea la polinomul g(X) = 90 + X +. —i— gn X" este:

_ :
)

T i i T

Cand gradele celor doua polinoame sunt diferite, se construieste intai circuitul liniar
corespunzator polinomului de grad maxim, dupa care se completeaza cu circuitul cores-
punzator celuilalt polinom.

Exemplul 8.6 Sa luam polinoamele h(X) = 1—|—X+X3 g(X) = 24+ X +X* cu coeficienti
wn Zs. Circuitul liniar care realzzeaza inmultirea cu h(X) si impartirea la g(X) este

L9 )

Deoarece calculele se fac in Zs, —2=1, -1 =2, si 17t =1.
Pentru intrarea a(X) =1+ 2X + 2X?, comportarea circuitului este urmdtoarea:

—10 0 0 0|~
212 20 2] -
211 2 2 22
110 0 2 02

ceea ce corespunde catului 2 4+ 2X si restului 2X2.

De remarcat ca primul coeficient (de grad mazxim) al catului este scos de circuit cu o
intarziere de grad(g(X)) — grad(h(X)) =1 tact.

Exemplul 8.7 Un circuit liniar pentru inmultirea cu h(X) = 1— X?+2X* i impdrtirea
la g(X)=3—2X + X% — ambele din Z|X] - este:
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Fie intrarea a(X) = —2 4 X; comportarea circuitului este:

-/ 0 0 O 0 —
111 0 =7 4 2
-2/-2 1 2 =7 0
0o 0 =2 22 —-12| -7
0 0 0 34 -=-2|-12

deci catul este 2X3 —7X — 12 iar restul 34 — 2X.

De remarcat ca circuitul este lasat sa functioneze grad(h(X)) — grad(g(X)) = 2 tacti
in plus (prin introducerea de zero-uri), pentru golirea elementelor de inmagazinare necon-
trolate de tmpartitor.

8.2 Extensii Galois

Fie ¢ un numar prim si A(X) = ho + X + ...+ h, X" € Z,[X]. Vom considera algebra
polinoamelor modulo h(X).

Fiind dat un polinom oarecare din Z,[X], clasa sa de resturi modulo h(X) se gaseste
impartind polinomul respectiv la h(X). Restul impartirii specifica clasa de resturi respec-
tiva.

Doua polinoame carora le corespunde acelasi rest la impartirea cu h(X) sunt echiva-
lente, intrand in aceeasi clasa de resturi modulo A(X).

Fiecare clasa de resturi modulo A(X) se reprezinta prin polinomul (unic) de grad strict
mai mic decat n, care apartine clasei respective. Toti acesti reprezentanti pot fi considerati
ca polinoame de gradul n — 1, avand eventual coeficienti nuli.

Vom nota cu {f(X)} clasa de resturi a polinomului f(X) modulo h(X). Deci {f(X)}
va corespunde unui vector (distinct) de lungime n, cu componente din Z, (prin completare
eventual cu zerouri).

Operatiile in algebra claselor de resturi sunt:

{a(X)} + {6(X)} = {a(X) +0(X)}
Aa(X)} ={ca(X)}, ceZ,
{a(X)Hb(X)} = {a(X)b(X)}

toate calculele fiind facute modulo h(X).

Evident, {0} = {h(X)}, unde {0} este polinomul de grad n —1 cu toti coeficientii nuli
(sau vectorul cu n componente zero). Vom nota {0} = 0.

Pentru un polinom s(X) € Z,[X], clasa de resturi modulo h(X) se obtine foarte usor.
Teorema impartirii cu rest da:

s(X) = a(X)R(X) + r(X)
unde grad(r(X)) < grad(h(X)) = n. Atunci:
{s(X)} = {r(X)} ={s(X) = r(X)} = {a(X)A(X)} = {a(X)H{I(X)} =0,
deci {s(X)} = {r(X)}.
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Sa reluam circuitul liniar de impartire definit in Figura 8.3, in care facem urmatoarele
modificari (vezi Figura 8.4):

e Se neglijeaza intrarea si iegirea;

e La momentul initial elementele de inmagazinare contin coeficientii unui polinom
b(X)=0by+ b0 X +...+b,_ X" L.

Figura 8.4:

b —® R G I

La urmatorul tact, in elementele de inmagazinare se obtin coeficientii polinomului:

V(X)) = —hoh b1 + (bo — hih; bu_1)X + (by — hohy by 1) X2 + ...+

+(bues — hoe1 b by ) X =
=boX + 0 X2+ . b, X" = by X" — b by (hog+ X + . A By X)) =
= Xb(X) — hy h19(X).

Daca notam a = {X} ({X} este clasa de resturi modulo ~A(X) a polinomului X), din
relatia de mai sus se obtine:

b (a) = {0/(X)} = {Xb(X)} = {XHb(X)} = {X}b({X}) = ab(a).

Deci circuitul de impartire cu polinomul h(X) poate fi utilizat pentru inmultirea lui b(«)
cu a.

Teorema 8.1 In algebra polinoamelor modulo h(X), grad(h(X)) = n, avem:
1. h(a) =0 unde o = {X};
2. h este polinomul de grad minim care are pe o ca radacina.
Demonstratie:

1. Fie h(X) =ho+ M X + ...+ h, X, € Z,[X], h, #0.

Vom avea h(a) = hog + hya+ ... + hpo™ = hg + M{X} + ...+ h {X}" =
= ho+ ha{X} 4.4 B {X"} = {ho+ X + ...+ hy X"} = {h(X)} = 0.

2. Folosind acelasi rationament, se obtine pentru orice polinom f(X) cu
grad(f(X)) <mn,ca f(a) = {f(X)} # 0, deoarece toate polinoamele ne-identic nule
de grad strict mai mic decat n apartin la clase de resturi distincte. q.e.d.
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Sa presupunem acum ca h(X) € Z,[X] este un polinom ireductibil de gradul n. Con-
form Teoremei 19.1, @ = { X} este radacina a lui h(X). Acest element « poate fi considerat
fie ca un polinom de gradul n — 1 (cu toti coeficientii nuli inafara de cel al lui X), fie ca
un vector cu n componente (0,1,0,...,0).

Vom nota cu GF'(¢") multimea vectorilor din Z7*, sau — echivalent:

- multimea polinoamelor de grad n — 1 cu coeficienti in Z,, sau

- multimea claselor de resturi modulo polinomul h(X) € Z,[X] de gradul n, ire-
ductibil peste Z,.

GF(q") se numeste extensia Galois de grad n a lui Z,.

Spunem ca GF(q™) se obtine prin adaugarea la Z, a unei radacini a polinomului
h(X) € Z,[X] de grad n, ireductibil peste corpul de baza Z,.

Observatia 8.1 Procedeul de trecere de la Z, la GF(q") este similar trecerii de la corpul
numerelor reale R la cel complex C, prin addugarea radacinii i = {X} in algebra claselor
de resturi modulo polinomul 1 + X2, ireductibil peste R. Putem considera multimea C a
numerelor complexe fie ca mulfimea polinoamelor de grad 2 —1 =1, a+ bi cu a,b € R,
fie ca multimea vectorilor (a,b) cu douda componente reale.

Daca polinomul h(X) € Z,[X] este ireductibil peste Z, si primitiv, puterile lui o =
{X} vor genera toate elementele lui GF(¢") \ {0} unde n = grad(h(X)).

Acest lucru se poate realiza cu circuitul liniar din Figura 8.4, introducand la momentul
initial in elementele de Inmagazinare coeficientii polinomului b(X) = 1 (adica vectorul
(1,0,...,0)).

Conform celor observate mai sus, la momentul urmator se obtine {Xb(X)} = {X} =
a, dupa care urmeaza pe rand o2, a3, .. ..

Cum h(X) a fost ales primitiv, el va genera toate elementele nenule din GF(q").

Exemplul 8.8 Fie polinomul 1 + X + X* ireductibil peste Zo si o = {X} in algebra
claselor de resturi modulo 1+ X + X*. Circuitul liniar care va genera toate elementele
nenule din GF(2%) este:

p ' '—J
unde, la momentul initial, in elementele de inmagazinare este vectorul (1,0,0,0).
Conform Teoremei 19.1, a este o raddcing a polinomului 1 + X + X*, adica

l+a+a*=0.

Lasand circuitul sa functioneze, in elementele de inmagazinare se obtin toate elementele
lui GF(2%), pe care le interpretdm fie ca vectori cu patru componente peste Zs, fie ca
polinoame de gradul 3 in o cu coeficienti in Zs.
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b =1 1 0 0 0
al = a 0 1 0 0
a? = a? 0 0 1 0
ad = a’ 0 0 0 1
at =1 + «a 1 1 0 0
ab = a + o 0 1 1 0
ab = a? a? 0 O 1 1
" =1+ « + o 1 1 0 1
@ =1 + a? 1 0 1 0
ol = « + ol 0 1 0 1
a0 1 + a + o 1 1 1 0
all = a + o> + o 0 1 1 1
a? =1 + a + o2 + a8 1 1 1 1
a® = 1 + o2 + o 1 0 1 1
at =1 + o 1 0 0 1
a® =1 1 0 0 0

Vedem deci cd polinomul 14+ X + X* este primitiv, puterile lui o epuizand toti vectorii
nenuli din GF(2') = {0,a° a,...,a'}.

Exemplul 8.9 Tabelul din exemplul precedent descrie operatia de inmulfire din extensia
galios GF(2%) generatd de raddcina o a polinomului primitiv 1 + X + X*. Dacd s-ar
alege o ca radacindg a altui polinom primitiv — de exemplu 1 + X3 + X*, se va genera tot
GF(2Y), dar intr-o altd ordine.

Lasam ca exercifiu aceasta generare.

In GF(2%) se poate defini si operatia de adunare, insumdand modulo 2 componentele
celor doi operanzi. Astfel, dacd reludm GF(2%) generat in Exemplul 8.8 de rdaddcina
polinomului 1 + X + X*, tabela de adunare va fi:

+ 0 OéO Qa 062 063 Oé4 Oé5 Oé6 O{7 058 a9 0610 CYH 0612 0513 0414
0 0 aO Q 062 043 CK4 045 CYG 047 &8 a9 0610 CYH &12 a13 a14
Oéo aO 0 Oé4 O{S 0514 a 0610 Oél3 O[9 062 Oé7 065 0612 all 056 043
Qa a Oé4 0 Oé5 a9 OéO 062 Oéll 0414 alO 063 048 046 a13 a12 Oé7
0[2 042 048 065 0 a6 (110 a (1/3 a12 aO all Oé4 (1/9 0[7 0414 0413
043 a3 a14 O_/g 046 0 057 Oéll 012 Oé4 a13 a a12 O./g alO 048 O./O
&4 044 a CYO 0610 047 0 Oé8 CY12 063 Oé5 a14 a2 Oé13 066 0411 019
045 Oé5 0610 Oé2 Qa Oéll 058 0 059 0613 054 OéG aO CYS 0614 Oé7 0412
Oé6 a6 0413 all 043 062 0612 a9 0 alO Oél4 063 Oé7 Qa Oé4 aO aS
0[7 047 069 Oél4 a12 0[4 043 0613 Qlo 0 O{ll aO 046 O[S 0[2 049 a
Oé8 048 a2 alO OZO a13 (Jé5 a4 0114 all 0 a12 Qa 017 ag 043 aﬁ
a9 049 a? a3 all Q 0414 aﬁ CY5 050 Oé12 0 a13 CY2 OZS 0410 014
0410 0510 045 048 044 &12 Oé2 C(O CY7 066 Q 0113 0 @14 043 059 Oéll
OAH Oéll 0412 066 a9 Oé5 0613 Oé3 Qa 068 047 062 Oél4 0 OAO a4 0410
Oél2 0512 Oéll 0613 Oé7 alO 046 Oél4 044 a2 059 a8 063 aO 0 a Oé5
0[13 0413 a6 (1/12 0414 Oé8 Oéll a? O./O 045 043 alO a9 014 Q 0 (12
Oél4 0414 0./3 a’? a13 aO 049 O{12 &8 Qa Oé6 O(4 all alO Oé5 Oé2 0

Fie acum a(X) = ag+ a1 X +...+ax_1 X" € Z,[X]. Valoarea a(«a) se obtine folosind
circuitul de impartire dat in Figura 8.3, cu urmatoarele observatii:
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e Se ignora iesirea;
e Coeficientii lui a(X) se introduc la intrare in ordinea descrescatoare a puterilor;

e Initial, elementele de inmagazinare contin valorile (0,0, ...,0).

Pentru calculul unei valori de forma a(a)a?  (j > 0 fixat), se pot construi circuite liniare
care sa realizeze direct acest produs.

Exemplul 8.10 Fie a € GF(2%) element primitiv, solutie a ecuatiei 1 + X + X* = 0.
Polinomul a(X) va avea atunci gradul mazim 3. Fie a(X) = ag + a1 X + aa X% + a3 X3.
Sd construim un circuit liniar care sd efectueze a(a)a®.
Folosind tabelul din FExemplul 8.8, avem:

(ag + a1+ aza® + aza®)a® = apa® + a1a® + aza” + aza® = ap(a +a?) + a1 (a? +a?) +
as(1 4+ a+ a?) + az(1 + a?) = (ag + az) + (ap + az)a + (ap + a1 + az)a® + (a1 + az)a®

Pentru acest polinom se va construi circuitul lintar:

EP

R

o

La momentul initial, in elementele de inmagazinare se gasesc coeficientii lui a(c);
dupd un tact, aici vor fi coeficientii polinomului a(a)a?®.
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8.3 Exercitii

8.1 Sa se realizeze circuite liniare (in ambele modalitati de constructie) care sa efectueze
inmultire cu polinoamele:

h(X)=1+2X +3X?+4X3 € Z[X]

hX)=1+2X+ X° € Z;[X]

8.2 Sa se reprezinte sub forma de tabel comportamentul circuitelor realizate anterior, la

inmultirea cu polinoamele:
a(X)=2+5X + X3, a(X) =X — X3 - 2X14, a(X)=0.

8.3 Se da wectorul h = (1,0,0,—1,0,1). Sa se realizeze circuitul de inmulfire cu poli-
nomul corespunzator si sa se reprezinte comportamentul acestui circuit la inmultirea cu
polinoamele reprezentate prin vectorii a = (1) sia = (1,1,1,0,0,0,1).

8.4 Sa se realizeze un circuit liniar care realizeaza produsul a(X)g(X)+b(X)h(X) pentru
polinoamele:
G(X) =1+ X+ X3 h(X)=1-5X —2X? 13X,
g(X) = —4X? + X5~ 2X%, h(X) = X2 +2X* + X6,
g(X)=X—-X34+3X* RW(X)=2X3+ X5+ X9

8.5 Sd se facd impartirea in Q[X] la polinomul h(X) = X? —2X + 1 a polinoamelor
a(X)=X° —4X® —2X +5  a(X)=X+T.

8.6 Aceeasi problemd pentru polinoamele h(X) = 2X — 1 si respectiv a(X) = X3 — 3.

(1) InQ[X];
(2) In Zs]X].

8.7 Sa realizeze un circuit care sa efectueze (in Q) inmultirea cu polinomul g(X) =
1 —2X + X3 si impartirea cu polinomul h(X) = g(X).

8.8 Aceeasi problema pentru polinoamele:
g(X) =X —2X3 - X4 W(X)=2+X+X* inZ[X];
g(X)=—-1+X - X% h(X)=X2—4X3-2X°4+3X" in Z,[X].

8.9 Sa se rezolve problema enuntata in Exemplul 18.2.

8.10 Sa se genereze toate puterile lui o, radacinag a polinomului
(1) 1+ X%+ X° € Zo[X]
(2) 1+ X + X3 € Z3[X].

8.11 Folosind elementele din Exemplul 9.8, sa se construiasca circuite de generare pentru

a(a)a, a(a)a? siala)a’.

1

8.12 Sd se construiascd circuite de generare in GF(2°) pentru a(a) si a(a)a!®, unde o

este raddcing a polinomului 1 + X? + X5 € Z,[X].



Capitolul 9

Coduri ciclice

9.1 Relatii de recurenta liniara

Teorema 9.1 Fie q un numdr prim si f(X) € Z,[X], grad(f(X)) = n. In algebra
polinoamelor modulo f(X), fie I un ideal si g(X) polinomul de grad minim a carui clasa
de resturi apartine lui I : {g(X)} € I. Atunci:

1. {s(X)}el <+ g(X)|s(X);
2. 9(X)| f(X).

Demonstratie:
(1) Fie {s(X)} € I. Folosind identitatea impartirii, avem

s(X) = b(X)g(X) +7(X), grad(r(X)) < grad(g(X))

Trecand la clasele de resturi respective, se obtine {s(X)} = {b(X)}Hg(X)} + {r(X)}.
Cum {s(X)} € I, rezulta {b(X)}{g(X)} € I (deoarece I este ideal), deci {r(X)} € I,
absurd, deoarece g(X) este polinomul de grad minim a carui clasa de resturi apartine
idealului /. Singura varianta ramane r(X) = 0, adica s(X) = b(X)g(X).

Reciproca este imediata: din s(X) = b(X)g(X) rezulta {s(X)} = {b(X)}H{g(X)} € I.
(2)  Prin impartirea polinomului f(X) cu g(X) se obtine

f(X)=c(X)g(X)+r(X) unde grad(r(X)) < grad(g(X)).

Avem 0 = {f(X)} = {c(X)}H{g(X)} + {r(X)} de unde rezulta {r(X)} € I, absurd;

deci r(X) =0. q.e.d.

Teorema 9.2 In algebra polinoamelor modulo f(X), pentru orice ideal I exista un poli-
nom normat unic g(X) de grad minim, cu {g(X)} € I.
Reciproc, pentru orice divizor normat al lui f(X) exista un ideal generat de acel divizor.

g(X) se numeste generatorul idealului I si scriem I = ({g(X)}).
Demonstratie: Fie h(X) un polinom de grad minim cu {h(X)} € I; vom nota
g(X) = h;'h(X) unde h,, este coeficientul termenului de grad maxim din polinomul h(X).
Sa presupunem ca g(X), ¢'(X) sunt doua astfel de polinoame de grad minim, ale caror
clase de resturi sunt in /. Conform Teoremei 20.1, g(X) si ¢'(X) se divid unul pe altul
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si — avand acelasi grad — difera printr-o constanta. Polinoamele fiind normate, aceasta
constanta este 1. Deci g(X) = ¢/(X).

Reciproc, fie g(X) un divizor normat al polinomului f(X) si ({g(X)}) idealul generat
de el. Un element al acestui ideal este {a(X)} € ({9(X)}), deci are forma {a(X)} =

{b(X)Hg(X)} = {b(X)g(X)}. qed.

Teorema 9.3 Fie ¢ un numar prim, f(X) € Z,[X] un polinom normat, cu grad(f(X)) =
n i fie f(X) = g(X)h(X). Daca grad(h(X)) = k, atunci in algebra polinoamelor modulo
f(X), idealul ({g(X)}) are dimensiunea k.

Demonstratie: Sa observam ca vectorii (asociati polinoamelor)

{g(X)} {Xg(X)}, .., {X*g(X)}

sunt liniar independenti. Intr-adevar, pentru orice k elemente cy, ..., cy—1 € Z,, nu toate
nule, avem

cofg(X) + e {XgX)}+ .. +a { XY ={(cn+aX +. .. +a 1 X Ng(X)£0

deoarece s-a obtinut un polinom de grad cel mult n —k+k—-1=n—1<n.

In acelasi timp, pentru orice {s(X)} € ({g(X)}) avem {s(X)} = {a(X)g(X)} =
{lag+a; X + ...+ ax 1 X" Hg(X)} = ap{g(X)} + a1 {Xg(X)} + ... + a1 {X*g(X)},
unde unii din coeficientii ag, ay, ..., a,_1 pot fi nuli.

Deci vectorii de sus formeaza o baza a subspatiului liniar ({g(X)}), care are deci
dimensiunea k. q.e.d.

Teorema 9.4 Fie f(X) € Z,[X] un polinom normat si f(X) = g(X)h(X). In algebra
polinoamelor modulo f(X),

{a(X)} € {9(X)}) <= {a(X)} este in spatiul nul al idealului ({h(X)}).

)
Demonstratie: "=": Fie {a(X)} € ({9(X)}), deci a(X) = v(X)g(X).
Fie de asemenea {b(X)} € ({h(X)}), deci b(X) = w(X)h(X). Vom avea
(OOHOR)) = (ERXIAN) = (R} = PR} =
7«<=": Sa consideram {a(X)} in spatiul nul al idealului ({~(X)}). Atunci
{a(X)Hh(X)} =0, adica a(X)h(X) = c¢(X) f(X) = ¢(X)g(X)h(X) de unde rezulta
a(X) = ¢(X)g(X). Deci {a(X)} € ({9(X)}). qed.

Definitia 9.1 Se numeste rela;fz’e de recurenta lintara egalitatea

Zh Givj = (1)

unde i >0, hy =1, hg # 0, h GZ,aHJEZq.

Relatiile de recurenta liniara se pot scrie si

Aitlp = — E hjaiﬂ», Z:O,]_,
=0
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O solutie a unei astfel de relatii de recurenta liniara este orice succesiune infinita de forma

ag,ai, ..., ap, ... care verifica relatia data, cu hg, hi, ..., hy fixate, hg # 0, by = 1. Relatia
va determina succesiv pe ai din aqg, ..., ax_1, apoi pe agyq din aq, ..., a; s.a.m.d.

Altfel spus, ” conditiile initiale” ag, a1, . . ., ax_1 determina o solutie a relatiei de recurenta
liniara.

Observatia 9.1

e Orice combinatie liniara de solutii ale unei relatii de recurenta liniara este tot o

solutie.
e Solutiile pentru care conditiile initiale sunt respectiv (1,0,...,0), (0,1,...,0),...,
(0,0,...,1) determina orice altd solufie. Deci, spatiul solutiilor relafiei de recurenta

(1) are dimensiunea cel mult k.

Fiind date conditiile initiale (arbitrare) ag,aq, ..., ax_1, solutia relatiei de recurenta
liniara (1) corespunzatoare lor se poate obtine folosind circuitul liniar

Ce F ,q_\
aj+1 F .. ag+k2é‘%+klj

in care, la momentul initial, in elementele de inmagazinare se gasesc ag, @y, ..., 0, 1.

Sa consideram acum polinomul (fixat) h(X) € Z,[X]|, h(X) = ho + X + ... +
hi X*, hg # 0, hy, = 1, si fie n cel mai mic numar natural pentru care X" — 1 se divide cu
h(X). Notam

90%) = )

Pe baza acestor date construim relatia de recurenta liniara
k—1
Aivg = — E hjaiy;, © >0 (3)
Jj=0

Demonstratia existentei unui astfel de numar n se face folosind principiul cutiei. Gasim
doua numere ny,ny (N1 > ns) pentru care polinoamele X™ — 1 gi X2 —1 dau acelasi rest
la impartirea cu h(X). Va rezulta ca X™ (X™ "2 — 1) se divide cu h(X). Cum h(X) are
termen liber nenul, el va divide pe X™™"2 — 1.

Teorema 9.5
1. Solutiile relatiei de recurentd (3) sunt periodice, de perioadd n.

2. Multimea formata din prima perioadd a fiecarei solutii, scrisa ca polinom
a(X) = aoX" '+ ...+ anoX + a,_1 constituie idealul ({g(X)}) in algebra poli-
noamelor modulo X™ — 1.
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Demonstratie: (a)  Vom arata ca oricarui element {a(X)} € ({g(X)}) cu
a(X) =apX" '+ ...+ a, 92X + a,_ ii corespunde o solutie periodica

a1,0A1,...,0n-1,00,01,...,0n-1,00,. ..

a relatiei de recurenta (3). Evident, nu este obligatoriu ca toti coeficientii a; sa fie nenuli,
gradul real al polinomului f(X) putand fi chiar zero.
Fie {a(X)Hh(X)} = {c(X)}. Vom nota ¢(X) =cg+ 1 X + ... +c, 1 X" L. Avem:

-pentru k <p<n-—-1, ¢, =hoan—1-p +hap_1-pt1+ ...+ hp@pn_1_pii; (4)
-pentru 0 < p < k, ¢, = hotp_1-p + hian_1-py1 + ... + hpan_1 + hprrao + ... +
hkak_p_l. (5)

Conform Teoremei 11.6, daca {a(X)} € ({g(X)}) atunci {a(X)}{h(X)} = 0, adica
¢, =0 (0<p<n-1).

Considerand (a;); ca o succesiune periodica, vom avea evident a;, = a;, i =0,1,.. ..
Tinand cont de aceasta introducand ¢, = 0 in (4) si (5) se obtine (3).

(b) Idealul ({g(X)}) are dimensiunea k = grad(h(X)) (Teorema 20.5) si fiecare
element al acestui ideal (polinom sau vector — dupa cum este scris) va da (conform cu
(a)) o solutie a relatiei de recurenta liniara (3). Dar spatiul solutiilor relatiei (3) are
dimensiunea cel mult k. Deci idealul ({g(X)}) va da toate solutiile relatiei de recurenta
liniara (3). Mai trebuie aratat ca perioada acestor solutii este chiar n.

Din cele de pana acum a rezultat ca perioada este cel mult n. Vom arata ca solutia
corespunzatoare clasei de resturi {g(X)} are perioada n.

Sa presupunem prin absurd ca solutia corespunzatoare lui {g(X)} are perioada m < n.
Dar n este divizibil cu m si deci coeficientii polinomului g(X) — considerat ca fiind de

grad n — 1 (prin completare cu coeficienti nuli) formeaza " blocuri care se repeta.
m
Deci g(X) = q(X)(1+X™+ X?" 4 ...+ X"™) unde ¢(X) este un polinom de gradul
X"—1
Vom avea acum (X" —1)(X™ —1) = g(X)h(X)(X™ —1) = ¢(X)h(X)(X" — 1) adica
X™—1=q(X)h(X), ceea ce contrazice conditia ca n este cel mai mic numar pentru care
X" — 1 se divide cu h(X). Deci m = n. q.e.d.

m — 1. Relatia se poate scrie si g(X) = q(X)

Exemplul 9.1 Sd consideram polinomul h(X) =1+ X + X? + X* € Zy[X]. Relatia de
recurenta lintara asociata este
Qipa = Qipo + aip1 +a;, (1 >0).
Clircuitul liniar corespunzator are forma

P gy gp—

Cel mai mic n pentru care X™ — 1 se divide cu h(X) esten =7. Cum g(X) =

X"—1

h(X)
X34+ X + 1, rezultd cd circuitul va genera cuvintele idealului ({g(X)}). Fiecare cuvant
este caracterizat de cele patru valori binare initiale din elementele de inmagazinare. Vor

fi deci 2* = 16 cuvinte de lungime 7. Ele corespund tuturor polinoamelor de grad maxim
6 din Z5[X], care se divid cu g(X).
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De exemplu, pentru valorile initiale (1,0,1,1), functionarea circuitului timp de sapte
tactt este:

legire
— 1 0 1 1
1 0 1 1 0
0 1 1 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 1

In elementele de inmagazinare se regasesc valorile initiale, iar la iesire s-a obfinut poli-
nomul f(X) =X+ X%+ X3 = X3g(X).

Exemplul 9.2 Curcuitul liniar corespunzator polinomului
= 1+X3—|—X5+X6+X8 € Zo[X] este

> _|_ - _|_
El da solutiile relatiei de recurenta liniara a; + a;v3 + a5 + aire + @08 = 0,

X255 _
h(X)

care formeaza idealul generat de polinomul g(X) = ideal compus din 2% = 256

cuvinte de lungime 255.

9.2 Definirea codurilor ciclice

Fie n (n > 2) un numar natural. Sa notam cu A, algebra polinoamelor din Z,[X],
modulo X™ — 1. Dupa cum s-a convenit, identificam cuvantul aga; ...a,_; cu vectorul
(ag,ai,...,an—1) si cu polinomul a(X) =ag+ a; X + ...+ a,_1 X"t € Z,[X].

In cadrul dualismului vector - polinom vom face o deosebire: anularea produsului a
doua polinoame nu inseamna ortogonalitatea vectorilor corespunzatori. Pentru aceasta
situatie se foloseste urmatoarea propozitie:

Propozitia 9.1 Produsul a doua polinoame este zero daca si numai daca toate produsele
scalare dintre vectorul unui polinom si permutarile ciclice ale vectorului celuilalt polinom
sunt zero.

n—1

Demonstratie: Fie a(X),b(X) € Z,[X], a(X) = ZaiXi, b(X) = ZbiXi.

=0 =0
Atunci {c(X)} = {a( IHOX)} ={co+aX +...+ ¢ 1 X"} unde
= Zaz j—it Z ab jtn—i = aOuab <o 7an—1)'<bj7bj—17 coiboy b1, bpa, bj+1)T

i=7+1
si Propozfgla rezulta din faptul ca ¢; = 0 Vj. q.e.d.
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Definitia 9.2 Un subspatiu liniar V,, C A,, se numeste ciclic daca
(ag, a1, ...,an_1) €V, — (@n_1,a0,...,0n_2) € Vp.
Teorema 9.6 Un subspatiu liniar V,, C A,, este ciclic daca st numai daca este ideal.

Demonstratie: Inmultirea cu clasa de resturi {X } inseamna de fapt permutarea ciclica a
componentelor cu o unitate spre dreapta, pentru ca:

{X}{CL() —I— (IlX —|— e + an_an_l} = {an_l —I— (loX + e —I— an_an_l}.

7«<=": Daca V,, C A, este ideal, atunci pentru orice v € V,, avem v/ = {X}v € V,
(s-a notat tot cu v clasa de resturi modulo X”™ — 1 corespunzatoare polinomului ai carui
coeficienti sunt componentele vectorului v). Deci V,, este ciclic.

”—": Presupunem ca subspatiul liniar V,, C A, este ciclic si fie v € V,. Atunci, din
{X}v eV, reulta {X/}veV,, Vi=1,....,n—1
Deci {co+ 1 X + ...+ c, 1 X" v €V, adicd V,, este ideal in A,. q.e.d.

Definitia 9.3 Se numeste cod ciclic un ideal propriuv L C A,.

Codurile ciclice au fost introduse de Prange (1957), care a evidentiat bogatia de informatie
rezultata din structura lor algebrica.

9.3 Generarea codurilor ciclice

Pentru a construi un cod ciclic se foloseste structura idealelor in algebra polinoamelor
modulo X™ — 1. Fie I un ideal propriu in A, si g(X) polinomul normat de grad minim
cu {g(X)} € I. Atunci (Teorema 20.1) {a(X)} € I daca si numai daca g(X)|a(X).

De asemenea, g(X)|X"™ — 1. Oricarui divizor ¢g(X) al lui X" — 1 (grad(g(X)) < n) i
corespunde un ideal propriu in A,,, generat de g(X).

Pentru a defini un cod ciclic este suficient sa dam generatorul sau g(X), divizor al lui
X"~ 1. Fieg(X)=go+nX +...+ g e X" (k<n).
O baza a idealului ({g(X)}) se poate alege (Teorema 20.5)

{9(X)}, {Xg(X)}, ... {X*g(X)}.

Matricea generatoare corespunzatoare acestui cod ciclic va fi

Jgo g1 .- In—k 0 0 ... 0
0 g0 -+ Gnk-1 Gnir 0O ... 0
Gk,n = ' .
0 0 ... 0 go g1 - Gn-k
Rezulta ca un cod ciclic poate fi organizat ca un (n, k) - cod liniar, unde n este gradul
Xm—1

polinomului X™ — 1 iar k este gradul polinomului ~A(X) =

9(X)

Exemplul 9.3 Codul cu repetitie este un cod ciclic al carui polinom generator este
gX)=1+X+X2+.. . + XL
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Exemplul 9.4 Sa consideram codul ciclic binar de lungime 7, cu polinomul generator
g(X) =1+ X + X3 (vezi si Exemplul 9.1). El are matricea generatoare
1011000

0
G= 0
0

o O =
O = O
—_ O
O~
)

0
0
1

Exemplul 9.5 Fie codul ciclic de lungime 6 peste Zs, de polinom generator
g(X) =2+ X?2. Matricea sa generatoare este

201000
00
10
01

El este deci un (6,4) - cod ternar.

Sunt 14 coduri ciclice ternare de lungime 6, obtinute din factorii polinomului X —1 =
(X 4+ 1)3(X + 2)3. FEste un exercitiu interesant obtinerea matricilor generatoare pentru
toate aceste coduri.

X" —1

Idealul generat de {g(X)} este spatiul nul al idealului ({h(X)}) unde h(X) = (%)

Acest ideal ({h(X)}) se construieste luand ca baza polinoamele
{R(X)}, AXRX)}... {X"F (X))

Tinand cont de Propozitia 9.1, putem construi matricea de control H a codului ciclic
({g(X)}), ludnd drept linii ale matricii cele n — k polinoame de sus, cu ordinea compo-
nentelor inversata.

Exemplul 9.6 Sd reluam codul din Ezemplul 9.4. Deoarece X* —1 = (1+ X)(1+ X +
X3)(1+ X2+ X3), pentru acest cod, avem h(X) = (1+X)(1+ X +X3) = 1+ X2+ X34+ X*.
Matricea generatoare a codului ({h(X)}) este

101 1100
G=|10101110
0010111
deci matricea de control asociata codului din Exemplul 9.4 va fi
0011101
H=|0111010
1110100

Deoarece coloanele sale sunt nenule si distincte doua cate doua, codul astfel construit
este echivalent cu un (7,4) cod Hamming binar.

Pentru a obtine un cod ciclic sistematic, este convenabil sa alegem o alta baza pentru
idealul ({g(X)}). Sa observam ca pentrui =n —k,n—k+1,...,n — 1, putem scrie

X' = ¢i(X)g(X) +r:(X) cu grad(ri(X)) < grad(g(X)) =n — k.

Deci {X'—r;(X)} e {9(X)}), i=n—kn—k+1,...,n—1
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Aceasta multime de vectori este liniar independenta si conduce la o matrice generatoare
de forma

G=[-RI

unde linia j din matricea R este vectorul coeficientilor lui 7;(X) pentru j = n—k,...,n—1.
Codul obtinut este deci sistematic, iar matricea sa de control se scrie imediat:

H =[I R"].

De remarcat ci matricea H? are pe linii componentele resturilor r;(X) pentru i =
0,1,....,n—1.

Exemplul 9.7 Sd luam din nou X™ — 1 = g(X)h(X) peste Zy, unde
g X)=1+X24+ X3 WX)=1+X>+ X3+ X" (decin=1T, k=4). Avem

X0 = 0g(X) + 1

X = 0g(X) + X

X2 = 0g(X) + X?
X3 = gX) + 1 + X2
Xt = 1+X)g(X) + 1 + X + X?
X5 = (1+X+X)9(X) + 1 + X

X0 = (X + X%+ X?)g(X) + X + X?

Baza corespunzatoare idealului ({g(X)}) este
O+X24+ X3 I+ X+ X2+ XY, 1+ X +X°), {( X+ X2+ X%

care conduce la matricea generatoare a unui cod sistematic:

1011000
1110100
Gur=1 1100010 | [FHusll
0110001
Matricea de control corespunzatoare se scrie simplu:
1001110
Hsz=10100111|=[ R&].
0011101

9.4 Implementarea generarii codurilor ciclice

Codurile ciclice sunt coduri a caror implementare este mult facilitata de circuitele liniare.
Cu ajutorul acestora se poate realiza automat codificarea, calculul sindromului, detectarea
si corectarea erorilor.

In constructia practica vom distinge doua cazuri:
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9.4.1 Circuit cu k elemente de inmagazinare

Este o metoda de generare a codurilor ciclice, avantajoasa daca sunt mai putine simboluri
de informatie decat simboluri de control: £ < n — k.
X" -1
Fie codul ciclic ({g(X)}) C A, si h(X) = 9
g
ho # 0, hy = 1. Conform Teoremei 9.5, idealul ({g(X)}) este generat de circuitul liniar
care construieste solutiile relatiei de recurenta liniara

= ho+ X + ...+ hXF cu

o~

Mesajul de informatie care trebuie codificat — continand k simboluri pe fiecare bloc — se
introduce la momentul initial in elementele de iInmagazinare ale circuitului, sub forma de
cod corespunzator, apartinand idealului ({g(X)}) si avand pe primele k pozitii elementele
de informatie.

Exemplul 9.8 Clircuitul liniar construit in FExemplul 9.1 este un circuit de codificare
pentru codul generat de polinomul g(X) = 1+ X + X3. Ezemplul descrie si un mod de
functionare pentru cuvantul de informatie 1011.

Dacd s-ar lua drept polinom generator 1 + X? + X3 + X*, idealul generat de el este
dat de circuitul liniar

=+ >

A
B XT—1
1+ X2+ X34 X4

deoarece h(X) =1+ X%+ X3

9.4.2 Circuit cu n — k elemente de inmagazinare

Este o strategie avantajos de utilizat in cazul n — k < k.

Daca interpretam mesajul de informatie ca un polinom de gradul k£ — 1, atunci codi-
ficarea se poate face utilizand un circuit de inmultire cu polinomul generator g(X) (vezi
Prelegerea anterioard). La decodificare se recapata mesajul initial (dacad nu au aparut
erori) folosind un circuit de impartire cu g(X).

Exemplul 9.9 Codul ciclic de polinom generator g(X) = 1+ X + X3 poate codifica

mesagele de informatie folosind circuitul liniar:

U3U2U71 U —0—# H

Astfel, mesajul de informatie u = 1001 se codifica in v = 1100101, conform calculelor:

v(X)=u(X)g(X) =1+ XA+ X+ X)) =1+ X + X'+ XO

Pentru decodificare se foloseste circuitul
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) ! - ulX)
o)~ O

Dezavantajul unei asemenea metode il constituie faptul ca — nefiind un cod sistematic
— prin codificare pozitiile de informatie se pierd. Pentru a obtine un cod sistematic,
procedam in felul urméator: mesajul de informatie este considerat un polinom ug(X) de
gradul n — 1 avand pozitiile de informatie drept coeficientii lui X"7*, ... X" ! restul
coeficientilor fiind nuli. Atunci avem wuo(X) = ¢(X)g(X) + r(X) cu grad(r(X)) <
grad(g(X)) =n — k, de unde

{uo(X) =r(X)} € ({9(X)}),

{ug(X) — r(X)} reprezintd un cuvant - cod in care coeficientii lui X% ... X"~! sunt
pozitiile de informatie nealterate, iar coeficientii lui (X') cu semnul schimbat (deci coeficientii
lui X0 X1 ..., X" % 1) sunt caracterele de control.

Circuitul care realizeaza aceasta codificare este urmatorul:
G}E@» -

El functioneaza astfel:

e Initial cele n — k elemente de inmagazinare contin 0, intrerupatorul de iesire este
decuplat iar cel de feedback - cuplat.

e Se introduc cele k elemente ale mesajului de informatie atat in circuit cat gi in
canalul de comunicatie. Dupa k momente, in elementele de inmagazinare avem
coeficientii restului (X).

e Se decupleaza feedbackul si se cupleaza circuitul la canalul de comunicatie.

e Coeficientii restului — cu semn schimbat — se transmit in canal imediat dupa pozitiile
de informatie.

Deoarece provine din circuitul de impartire cu g(X), acelasi circuit poate fi folosit si
pentru detectarea erorilor la receptie. Pentru aceasta, dupa decuplarea intrerupatorului
de iegire si cuplarea celui de feedback, se introduce in circuit cuvantul receptionat. Daca la
momentul n restul nu este nul (cel putin un element de inmagazinare contine un element
nenul) inseamna ca a aparut cel putin o eroare in transmisie.

Exemplul 9.10 Codul ciclic binar de lungime 7 generat de g(X) = 1+ X? + X3, poate
fi construit folosind circuitul liniar:

ey Y B SR

- :
UoU1 U U3 : Clanal

,,,,,,,,,,,,,,,,
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9.5 Exercitii

9.1 Sa se determine toate codurile ciclice de lungimin =5 st n =6
(a) peste Zs; (b) peste Zs.

9.2 Construiti o baza pentru cel mai mic cod ciclic de lungime n care contine cuvantul:
(a) v =1101000, n =T,
(b) v.=010101, n = 6;
(¢) v =11011000, n =S8.

9.3 Pentru fiecare din cuvintele de mai jos, gasiti polinomul generator al celui mai mic
cod ciclic care contine cuvantul respectiv:

010010 01100110 0101100
001000101110000 000010010000000 010111010000000

9.4 Sa se afle polinomul generator al codului ciclic C stiind o baza S a sa:
S = {010,011, 111};
S = {1010,0101, 1111};
S =4{0101, 1010, 1100};
S = {1000, 0100, 0010, 0001}
S = {11000,01111,11110,01010}.

9.5 Intr-o codificare sistematica, codificati mesajul de informatie 1101 intr-un cu-vant -
cod al unui cod binar ciclic de lungime 7 cu polinomul generator g(X) =1+ X? + X3.

9.6 Pentru codul definit mai sus codificati mesajele de informatie date de polinoamele:
1+ X2, X, X + X2+ X3,

Fiind date cuvintele - cod X? + X* + X°, 1+ X + X2+ X4, X2+ X2 4+ X* + X6,
gasiti mesajele de informatie corepunzatoare.

9.7 Construifi circuite liniare pentru codificare si decodificare ale codului ciclic binar de
lungime 7 generat de polinomul g(X) = (1 + X% + X?)(1 + X).

9.8 Care este lungimea minimd a unui cod ciclic binar de polinom generator g(X) =
1+ X2+ X3+ X172
Construiti circuite liniare pentru codificarea si decodificarea sa.

9.9 Construiti un circuit liniar pentru codificarea (15,11) - codului Hamming binar.

9.10 Construitt matricea de control a codului ciclic binar de lungime n si polinom gen-

erator g(X):
n=6 ¢gX)=1+X?
n=38, ¢g(X)=1+X?
n=9 ¢gX)=1+X>+X5;
n =15, =1+ X + X* (genereazdi codul Hamming);

9(X)
n=23 g(X)=1+X+ X5+ X+ X"+ X%+ X" (genereazi codul Golay);
n=15 ¢g(X)=1+X"+X+X"+ X5
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9.11 Sunt ciclice codurile liniare binare definite de matricile generatoare definite mai jos

?
1011100 1111000
1101000 0111100
1100101 0011110
0010111 0001111

9.12 Aratati ca daca polinomul generator al unui cod ciclic binar se divide cu polinomul
1+ X, atunci toate cuvintele sale au pondere parda.
Reciproca este adevarata ?

9.13 Dati o conditie necesara si suficienta pentru polinomul generator al unui cod ciclic
de lungime impara pentru ca 11...1 sa fie cuvant - cod.

9.14 Aratati ca daca g(X) € Z,[X]| genereaza un (n,k) - cod ciclic, atunci g(X?)
genereaza un (pn,pk) - cod ciclic.
Descrieti codurile ciclice binare pentru g(X) =14+ X sig(X) =14+ X+ X3 (n=17).

9.15 Aratati ca intersectia a doua coduri ciclice de aceeasi lungime este tot un cod ciclic.
Care este polinomul sau generator ¢



Capitolul 10

Decodificarea codurilor ciclice

10.1 Detectarea si corectarea erorilor independente

Dupa cum se stie de la codurile liniare, o modalitate de caracterizare a tipurilor de erori
care pot apare in transmisia mesajelor este data pe baza sindromului. In cazul codurilor
ciclice este convenabil sa lucram cu un sindrom polinomaial.

Definitia 10.1 Fie C' un cod ciclic de lungime n, cu polinomul generator g(X). Se
numeste “sindrom polinomial” s(X) al cuvantului a de lungime n, restul impartirii poli-
nomului corespunzator a(X) la g(X).

Deci, daca se transmite cuvantul - cod ¢(X)g(X) si se primeste a(X), sindromul va fi
s(X) =a(X) —q(X)g(X),  grad(s(X) < grad(g(X)).
Observatia 10.1 Flie e vectorul eroare aparut la transmisie.

e Deoarece a(X) —e(X) este divizibil cu g(X), rezulta ca resturile impartirii lui a(X)
st e(X) la g(X) coincid. Deci se poate vorbi despre “tipul de eroare” e.

o Similar cu rafionamentul folosit la codurile liniare, vor fi considerate sindromuri
toate polinoamele din Z,[X] de grad < n — k; pentru fiecare sindrom s(X) putem
alege o eroare - tip e(X) de pondere minima care corespunde acelui sindrom.

Structura algebrica a codurilor ciclice permite constructia de metode de decodificare (cu
corectarea posibilelor erori aferente) mai eficiente decat algoritmii similari de la codurile
liniare.

Vom incepe cu prezentarea unui exemplu.

Exemplul 10.1 Fie C codul Hamming de lungime 7, care are polinomul generator g(X) =
1+ X + X3 (Prelegerea 9, Exemplele 9.4 i 9.6).

Daca se receptioneaza cuvantul a = 1011001, sindromul lui este restul impartirii lus
1+ X2+ X3+ X0 lal+ X + X3, adica s(X) =1+ X.
Se stie ca orice cod Hamming corecteaza o eroare, dect va fi util sa avem un tabel cu
sindromurile tuturor erorilor - tip e(X) = X* (0 <1i < 6).

117
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Eroare - tip Sindrom
0 0
1 1
X X
X? X2
X3 14+ X
X4 X + X?
X° 1+ X + X2
X6 1+ X?

Pentru cd X + 1 este sindromul lui e(X) = X3, tragem concluzia cd a fost perturbat al
treilea bit si vom decodifica

a(X) — e(X) = 1011001 — 0001000 = 1010001.

O dificultate in aceasta metoda de decodificare bazata pe sindrom consta in necesitatea
de a lista toate erorile - tip corespunzatoare sindromurilor, si de a le parcurge la receptia
fiecarui cuvant. O simplificare este insa propusa de Meggitt (1960), bazata pe structura
ciclica a codurilor. Vom face corectia numai pentru ultimul caracter (coeficientul termenu-
lui de grad maxim) al cuvantului a receptionat. Dupa aceea se efectueaza o permutare
ciclica si se studiaza din nou ultimul caracter.

In acest fel, dupd n permutiri ciclice, toate pozitiile au fost corectate.

Metoda prezinta doua avantaje majore:

1. Se foloseste doar lista erorilor - tip de grad n—1. (Astfel, in Exemplul 20.3 o singura
eroare-tip are gradul 6).

2. Calculul sindromului se efectueaza o singura data — la inceput — folosind circuitul
liniar de Impartire cu g(X). Dupa ce a functionat n momente, in elementele de
inmagazinare se gaseste sindromul. Dupa aceea se neglijeaza iegirea si se lasa
sa functioneze circuitul. La fiecare pas (Prelegerea 8, Figura 8.4) sindromul se
inmulteste cu X, aceasta operatie avand ca efect permutarea sa ciclica cu o pozitie.

Propozitia 10.1 Dacad un cuvant a = (ag, as, . .., an—1) are sindromul s(X), atunci per-
mutarea sa ciclica are sindromul s'(X), care este restul impartirii lui X s(X) la polinomul
generator g(X).

Demonstratie: Sindromul s(X) este definit prin identitatea Impartirii
a(X) = q(X)g(X) + s(X)
unde ¢(X) este catul impartirii lui a(X) la g(X). Deoarece se lucreaza in algebra poli-
noamelor modulo X™ — 1, permutarea ciclica a lui {a(X)} este {d/(X)} = {Xa(X)},
construit astfel:
d(X)=Xa(X) = a, 1 X"+ ap1 = Xa(X) —a,1 (X" = 1) =
= Xa(X) — a19(X)h(X) = Xg(X)g(X) + X5(X) — an 19(X)h(X) =
= Xs(X) + g(X)[Xg(X) = an 1h(X)].
Rezulta de aici ca resturile impartirii lui ¢’(X) si Xs(X) la polinomul generator g(X)
sunt aceleasi. q.e.d.

Se poate da acum
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Algoritmul de decodificare Meggitt pentru (n, k) - codurile ciclice binare:

1. Se listeaza toate sindromurile corespunzatoare erorilor-tip e reprezentate prin
polinoame de grad n — 1;

2. Cuvantul receptionat a este introdus in circuitul liniar de impartire cu g(X),
care va functiona n tacti;

3. Daca in elementele de inmagazinare se obtine un polinom care se regaseste in
lista de sindormuri, se modifica cel mai din dreapta bit al cuvantului primit;

4. Se permuta ciclic cuvantul primit si — in acelagi timp — se lasa sa functioneze
un tact circuitul liniar (ignorand iegirea), dupa care se reia Pasul (3).

Se repeta acest procedeu de n — 1 ori.

Exemplul 10.2 Reluand codul Hamming din Exemplul 20.3, algoritmul va lucra astfel:
- Singurul sindrom din listd este 1 + X? (de vecotr 101).
- Daca se receptioneaza de exemplu a = 1011001, el se introduce in circuitul liniar

1011001 1L {0 #j

Dupa 7 tacti, in elementele de inmagazinare se obtine sindromul 110.

- 110 este diferit de 101 (singurul sindrom din lista), deci ag a fost receptionat corect.

- Se permuta circular a in 1101100 si se lasa circuitul sa functioneze un tact; elementele
de inmagazinare vor contine acum 011.

- Nici acest sindrom nu este pe lista, deci as a fost si el corect s.a.m.d.

Pasii de lucru ai algoritmulut sunt reprezentati in tabloul:

Pas Bit Sindrom
7T ag 110

8  as 011

9 ay 111
10 a3 101
11 as 100
12 010
13 ap 001

Deci singurul bit corectat (unde se transforma 1 in0) este ag. Mesajul primit este 1010001.

Exemplul 10.3 Sd consideram codul ciclic binar generat de polinomul g(X) =1+ X4+
X0 + X7+ X8 El este un (15,7) - cod ciclic de distantd minimd d = 5 (dupd cum
vom vedea mai tarziu) deci poate corecta cel mult 2 erori independente. Lista completa a
sindromurilor (deci a tuturor erorilor - tip de pondere 0,1,2) are CYs + Ci5 + C3; = 121
elemente. Folosind algoritmul Meggitt, numarul lor se reduce la 15, anume



120 CAPITOLUL 10. DECODIFICAREA CODURILOR CICLICE

Tip eroare | Sindrom

X14 X7+X6+X5+X3
T+ XM XT+ X0+ X5+ X341
X+ XU X"+ X0+ X°+ X
X2+X14 X7+X6+X5—|—X3—|—X2
X34 XM X7+ X0+ XP
X4—|—X14 X7+X6+X5+X4+X3
X5—{—X14 X7—|-X6—|—X3
X6—|—X14 X7+X5—|—X3
X7—|-X14 X6+X5—|—X3
X84+ XM X5+ X4+ X3+1
X9 XM X7+ X4 X34+ X +1
X10—|—X14 X3—|—X2—|—X
X11—|—X14 X7+X6—|-X5+X4+X2—|—X
X12—|—X14 X7+X6—|—X4—|—X
XP+ X" X7+ X+ X+ XP

Deci, la receptia unui cuvant a de lungime 15, vom calcula sindromul si — daca acesta
se afla in tabelul de sus — vom modifica bitul a14. Apoi se face o permutare ciclica si se
corecteaza a3, §.a.m.d.

De remarcat ca in Exemplul 14.4 decodificarea nu este completa: algoritmul Meggitt
corecteaza in total 121 erori - tip. Privit insa ca un cod liniar tabela de decodificare va
avea 219 /27 = 256 linii, ceea ce inseamna ci acest cod are posibilitatea de a corecta mult
mai multe erori. Cu algoritmul Meggitt se vor corecta toate erorile simple sau duble,
ignorand complet posibilitatea existentei altor tipuri de erori.

Vom incerca in continuare sa imbunatatim aceasta situatie.

10.2 Pachete standard de erori

Fie C C A, un (n,k) - cod ciclic peste Z,, capabil sa corecteze t erori.

Definitia 10.2 Pentru un polinom e(X) = X%eo(X) € Z,[X] cu ep(0) = 1, spunem ca
“lungimea-pachet” a lui e este 1+ grad(ey(X)).

Cuvantul e € Z; este un "pachet standard de lungime j” dacd gradul minim al poli-
noamelor {X'e(X)} (0<i<n-—1) estej— 1.

Daca se trimite un cuvant v si se receptioneaza a, spunem ca erorile au afectat j pozitii
consecutive daca eroarea - tip e = a — v este un pachet standard de lungime j.

Exemplul 10.4 Fien =7 si e = 0101100. Atuncie(X) =X+ X3+ X' = X(1+ X2 +
X3). Efectudnd toate permutdrile sale ciclice, se obline {X%(X)} = {1 + X? + X3} -
corespunzator unui polinom de gradul 3; toate celelalte permutari conduc la polinoame de
grad mai mic. Deci e este un pachet standard de lungime 4.

Dacd se ia e = 1000100, polinomul asociat (1+X*) are gradul 4; efectudnd permutdrile
sale ciclice, se obtine {X3(1+X")} = {1+ X3}, de gradul 3, deci $i acest e este un pachet
standard de lungime 4.
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Reamintim ca la codurile liniare se construia un tablou standard in care pe fiecare linie se
aflau toate cuvintele cu acelasi sindrom. Codul era corector de ¢ erori independente daca
toate cuvintele din Z;' de pondere cel mult ¢ erau agezate pe linii diferite; aceste cuvinte
constituiau reprezentantii sindromurilor §i apareau pe prima coloana, fiind considerate
erori - tip pentru fiecare linie.

Astfel de tabele se pot construi si pentru codurile ciclice; aici se iau ca reprezentanti
in fiecare linie, pachetele standard de erori de lungime minima. In acest fel, un cod liniar
corector de t erori (independente) este corector de pachete de j erori consecutive daca
toate cuvintele de lungime - pachet cel mult j sunt reprezentanti.

Definitia 10.3 Un (n,k) - cod ciclic corecteaza pachetele de j erori consecutive daca
orice pachet standard de lungime cel mult j este selectat ca sindrom.

Lema 10.1 Daca un cod C' este corector de t erori independente si corector de pachete
de 7 erori consecutive, atuncit < j.

Demonstratie: Exercitiu. q.e.d.

Exemplul 10.5 Sa consideram toate pachetele standard nenule de lungime cel mult 3 in
Z35. Fiecare astfel de cuvint este de forma

{e(X)} ={Xe(X)} cu0<i<14sieg(X)e{l,1+X,1+X*1+ X+ X?}.
In total sunt 15 - 4 = 60 astfel de pachete de erori.

Exemplul 10.6 Fie g(X) = 14+ X+ X2+ X3+ X5 polinomul generator al unui (15,9) - cod
ciclic binar. El nu este un cod corector de 3 erori independente pentru ca sunt 576 tipuri
de erori de pondere cel mult 3 si numai 2'°/2° = 64 sindromuri. In schimb sunt numai 61
pachete standard de lungime mazim 3 (Exemplul 18.2, la care se adauga pachetul nul); deci
acest cod poate corecta orice pachet de mazim 3 erori consecutive. Faptul ca acesta este

un cod ciclic corector de pachete de 3 erori consecutive rezulta din calculul sindromurilor
polinoamelor {X'eg(X)} unde 0 <i <14 sieg(X) € {1,1+ X, 1+ X% 1+ X + X?}.

10.2.1 Detectarea pachetelor de erori

Teorema 10.1 Un (n,k) - cod ciclic detecteaza orice pachet de mazim n — k erori.

Demonstratie: Daca {e(X)} este o eroare - tip de lungime cel mult n — k, atunci e(X) =
X'eo(X) cu grad(eg(X)) < n—k. Fie g(X) polinomul generator al codului, cu grad(g(X)) =
n—k.

Stim ca {e(X)} este cuvant - cod <= g(X)|e(X).

Cum g(X)|X™ — 1, el va fi prim cu X*; deci {e(X)} este cuvant - cod daca si numai
daca g(X)|eo(X), absurd deoarece grad(eyg(X)) <n —k = grad(g(X)). q.e.d.

Teorema 10.2 Proportia pachetelor standard de 57 > n — k erori pe care nu le poate
detecta un (n, k) - cod ciclic este

q—(n—k—l)
daca j=n—k+1,

-1
q*?"*k) daca  j>n—k+1
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Demonstratie: Fie {e(X)} = {X%eo(X)} unde grad(eo(X)) = 7 — 1. S& numaram cate
asemenea pachete standard de erori sunt posibile. Ca prim si ultim coeficient al lui ey(X)
poate fi orice element din Z; (in numar de g — 1), iar coeficientii intermediari pot fi orice
elemente din Z, (in numar de ¢). Deci sunt (¢ — 1)%¢?~? pachete standard de erori care
incep si se termina in aceeasi pozitie.

Un pachet de erori {e(X)} nu este detectat de un (n, k) - cod ciclic daca si numai daca
{e(X)} este cuvant - cod, adica eg(X) = g(X)h(X), unde grad(h(X)) = grad(eo(X)) —
grad(g(X)) =j —1— (n— k). Deci polinomul h(X) are j —n + k coeficient.

Apar doua situatii:

1. grad(h(X)) =0, adica j = n—k+ 1. Atunci h(X) se reduce la o constanta si exista
q— 1 asemenea polinoame h(X). Deci, raportul dintre numarul pachetelor standard
de lungime j nedetectabile si numarul total al pachetelor standard de lungime j care
pot fi localizate este

q-— 1 qf(nfkfl)

(q— 122 q—1

2. Daci grad(h(X)) > 0, adicd j > n — k + 1, vom avea (¢ — 1)?¢~"**=2 polinoame
h(X) posibile (pachete standard de lungime j) nedetectabile. Rezulta ca raportul
de sus este In acest caz )

(¢—Dg ™2

(q— 122 1

q.e.d.

Exemplul 10.7 Codul ciclic definit in Exemplul 18.7 detecteaza orice pachet standard de
maxim 6 erori.

Dintre pachetele standard de T erori posibile care pot apare, doar 1/2° nu pot fi detec-
tate, iar dintre pachetele stamdard de 8 — 15 erori nu pot fi detectate 1/2°.

10.2.2 Corectarea pachetelor de erori

Algoritmul de corectare a pachetelor de erori este o varianta a Algoritmului Meggitt.
Fie C' = ({g(X)}) un (n,k) - cod ciclic binar corector de pachete de maxim j erori
consecutive, §i a € Z; un cuvant receptionat.

1. Se calculeaza sindromul {s(X)};
2. Pentru fiecare 1 > 0 se calculeaza s;(X) = X's(X) mod g(X), pana se ajunge
la un p cu grad(s,(X)) < j— 1.

Atunci eroarea standard este {e(X)} = {X"Ps,(X)} si se genereaza cuvantul
-cod a+e.

Exemplul 10.8 Conform Exemplului 18.7, polinomul g(X) = 1+ X + X2 + X3 + X©
genereaza un (15,9) - cod ciclic binar corector de pachete standard de cel mult 3 erori. Sa
folosim algoritmul Meggitt pentru a decodifica cuvantul a = 111100100001010.
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S(X) =1+ X+ X2+ X3+ X+ X+ X1 (mod g(X)) =1+ X3+ X* + X5.
S1

(X) = Xs(X) (mod g(X)) =14+ X*+ X>+ X*+ X°,
59(X) = X?%s5(X) (mod g(X)) =1+ X? + X* + X5,
s3(X) = X3s(X) (mod g(X)) =1+ X? + X°,
s4(X) = X1s(X) (mod g(X)) =1+ X2

S-a aguns la grad(s4(X)) =2 <3 —1. Deci eroarea - tip este

{e(X)} = {XPsy(X)} = X+ X
Cuvantul - cod transmis a fost
v =a+e = 111100100001010 4+ 000000000001010 = 111100100000000.

10.3 Transpunere

O metoda eficienta de utilizare a capacitat ilor de corectare a pachetelor standard de erori
de catre codurile ciclice binare este utilizarea de transpuneri (interleaving).

In mod natural, mesajele de informatie m;, m,, ... sunt codificate in cuvintele - cod
C1,Ca, ... i transmise prin canal in ordinea codificarii. Transmisia se poate realiza insa si
dupa o rearanjare a caracterelor de informatie din mai multe cuvinte - cod consecutive.

Formal, prin transpunere la adancimea s se intelege scrierea a s cuvinte - cod ¢, ¢, . . ., Cg
ca linii ale unei matrici

€11 C2 C13 ... Cip

C21 Co2 C23 ... Cop
Xs,n = .

Cs1 Cs2 Cg3 ... Cgp

si transmiterea a n mesaje de lungime s, formate din coloanele matricii X,:

C11C21 - . . Cs1, C12€C29 . .. Cs9, <oy CinCon - . . Cgn

Exemplul 10.9 Sa consideram codul liniar generat de matricea G =

O O =
o= O
— o o
e i -
—_ O
[N )

st sase mesaje codificate cq,Ca,...,Cq, unde

c; = 100110, co = 010101, cg = 111000,
cy = 010101, c5 = 100110, cg = 111000.

Deci — la nivel de caracter — secventa va arata:
100110 010101 111000 010101 100110 111000.
Printr-o transpunere la adancimea 3, forma mesajelor este:
101 011 001 110 100 010 011 101 001 110 010 100
1ar cu o transpunere la adancimea 6:
101011 011101 001001 110110 100010 010100.

Ce efect are o transpunere la adincimea s asupra capacitatii de corectie de pachete stan-
dard de erori ale codului 7 Raspunsul este dat de
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Teorema 10.3 Fie C' un cod binar corector de pachete standard de j erori. Daca C este
transpus la adancimea s, atunci toate pachetele de cel mult sj erori pot fi corectate, in
ipoteza ca fiecare cuvant - cod este afectat de cel mult un pachet standard de j erori.

Demonstratie: Daca primul caracter al cuvantului - cod c este al 7 - lea caracter transmis,
atunci celelalte caractere apar pe pozitiile i + s,7 + 2s,...,i+ (n — 1)s. Orice pachet de
maxim sj erori va produce un pachet standard de maxim j erori in c, deci ¢ va putea fi
regasit la receptie (daca el nu a mai fost cumva afectat si de alte pachete de erori). q.e.d.

Restrictia ca fiecare cuvant - cod sa fie afectat de cel mult un pachet de erori impune
conditia ca pachetele de erori sa fie separate de perioade in care transmisia este corecta,
perioade suficient de lungi pentru evitarea situatiei ca un bloc de s cuvinte sa fie afectat
de doua pachete distincte de erori. In acest fel, crescand s, creste si lungimea pachetului
de erori care poate fi corectat, dar creste si lungimea perioadelor necesare de transmisie
fara erori.

Exemplul 10.10 Codul din Exemplul 18.5 corecteaza o eroare. Folosind o transpunere
la adancimea 3, el poate corecta orice pachet standard de maxm 3 erori consecutive.

Un dezavantaj al transpunerii este acela ca nu se poate face transmisia pana nu au fost
codificate toate cele s cuvinte, fapt care nu va permite folosirea directa a circuitelor liniare.

Pentru a evita acest neajuns se va folosi un s - cadru de transpunere intarziata, care
aranjeaza caracterele codificate, nu sub forma unei matrici X, ci sub forma de ”scara” —
ca in tabelul:

Ci1 €21 .- Cs411 Cs421 .- C2s411 C25421 .- C(n—1)s+1,1
C1,2 C2.2 cor Cs412 Cst22 -.. C(p—2)s+1,2
C1,3 Co3 <o C(n—3)s+1,3

Cin

Deoarece transmisia se face pe coloane, spatiile libere trebuiesc marcate. Acest lucru se
realizeaza introducand pe aceste pozitii un caracter special * & Z,.

Exemplul 10.11 Sa reluam mesajul codificat cq,ca, ..., cg din Exemplul 18.5.
Un 1 - cadru de transpunere intarziata va fi

1 01011 ...

*x 01 110 1 ...

* x 00010 0 1 ...

* x x 1 1 0 1 1 0

*x x x x 1 0 0 0 1 O

*x x x x x 0 1 0 1 0 O

Scventa de caractere transmise este
1%k % %00 % %% %110 % % x 0101 * x11111 % 100000 . . .

Daca se foloseste un 2 - cadru de transpunere intarziata, avem
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101011 ...

* x 001 1 10 1 ...

*x x x x 0 0 1 00 1 ...

* % x x *x ok ] 10 11 O

¥ % *x x % *x x x 1 00 01 0 .

¥ % % x % *x x x % * 0 1 0 1 0 O

tar secventa de caractere transmise este
1ok sk O s sk sk ok 10 sk ok sk k01 sk sk % k110 %k % 110 % % % . ..

Este ugor de gasit o teorema analoga cu Teorema 20.2:

Teorema 10.4 Fie C' un cod capabil sa corecteze toate pachetele standard de cel mult
j erori consecutive. Daca C' foloseste un s - cadru de transpunere intarziata, atunci se
poate corecta orice pachet standard de maxim j(sn + 1) erori, in ipoteza ca orice cuvant
- cod este afectat de cel mult un pachet standard de j erori.

Demonstratie: Exercitiu.

Ca o alta facilitate, pentru codificarea unui mesaj se folosesc adesea doua coduri. De
exemplu, pentru codificarea muzicii pe compact - discuri se utilizeaza doua coduri Reed -
Solomon, iar NASA si Agentia Spatiala Europeana folosesc doua coduri convolutionale.

Fie A; doua (n;, k;) (i = 1,2) coduri liniare. Transpunerea incrucisatd a lui Ay cu Ay
se realizeaza astfel:

1. Mesajele de informatie sunt codificate cu A; iar cuvintele - cod rezultate sunt
transpuse la adancimea k.

2. Coloanele obtinute in acest proces de transpunere (care sunt de lungime ko) —
privite ca mesaje de informatie — sunt codificate de codul As.

3. Cuvintele - cod rezultate sunt transpuse la o adancime s — fixata sau folosind
un s - cadru de transpunere intarziata.

Avantajul principal al celui de al doilea proces de codificare este urmatorul:

Fie d, dy distantele mimime ale celor doua coduri. Ay poate detecta dy — 1 erori (nu
ne punem problema corectarii lor). Daca s-au detectat erori pentru un cuvant - cod din
(s, atunci toate caracterele acestui cuvant sunt marcate si tratate drept simboluri care
pot fi incorecte. Se considera apoi cuvintele - cod din A;. Daca n; — d; + 1 caractere
dintr-un cuvant - cod din A; sunt corecte, atunci se pot determina unic celelalte d; — 1
caractere (deoarece este imposibil ca doua cuvinte - cod distincte din A; sa coincida pe
ny — dy + 1 pozitii, ele diferind pe minim d; pozitii; afirmatia este bazata si pe faptul ca
pozitiile caracterelor corecte sunt cunoscute).

Deci, daca un cuvant - cod din A; are cel mult d; — 1 simboluri marcate si se stie ca
toate caracterele gresite sunt marcate, cuvintele - cod pot fi decodificate corect.

Cat de mare este un pachet de erori pe care 1l poate corecta aceasta schema 7 Sa
presupunem ca A, a fost transpus la adancimea s, si ca orice cuvant - cod (atat din A;
cat si din As) a fost afectat de cel mult un pachet de erori. Daca apare un pachet de cel
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mult s(dy — 1) erori consecutive, atunci el va afecta maxim dy — 1 simboluri din fiecare
cuvant - cod din A,. Deci aceste erori vor fi detectate si conduc la marcarea tuturor
caracterele cuvintelor - cod implicate. Daca s < d; — 1, atunci orice cuvant - cod din A;
are cel mult d; — 1 simboluri marcate.

In ipoteza ca nu exista decat maxim un pachet de erori care l-a perturbat, caracterele
marcate pot fi corectate.

Am aratat astfel:

Teorema 10.5 Fie o codificare care foloseste transpunerea incrucisatd a (nqy, k1) - codului
Ay cu (ng, ko) - codul Ay, As fiind transpus la adincimea s (s < dy — 1). Daca fiecare
cuvant - cod este afectat de cel mult un pachet standard de erori, atunci toate pachetele
standard de erori de lungime maxim s(dy — 1) pot fi corectate. (dyi,ds sunt distantele
minime ale celor doud coduri).

Exemplul 10.12 Fie Ay si Ay codurile binare, definite respectiv de matricile generatoare

0

G1: GQZ

SO = O O
o O =
O = O
—_ o O
O = =
_ o
— _ O

1
0
1
1

— = = O

1
1
0
1

o O O =
OO = O
O =

0
0
1

Deci,n1:8,k1:4,d1:4, n2=6,k2:3,d2:3.
Sa codificam mesajele de informatie my; = 1000, my = 1100, mz = 1010 folosind o
transpunere incrucisatd a lui Ay cu Ay, Ao fiind transpus la o adancime s = 3 = dy — 1.
Codificarea mesagelor de informtie cu codul Ay da:

C1 = m1G1 = 10001110, Co = m2G1 = 11000011, C3 — m3G1 = 10100101.
Transpunerea acestor cuvinte la adancimea ke = 3 conduce la mesajul

111 010 001 000 100 101 110 011

Aceste 8 mesaje de informatie sunt codificate cu Ay in:

¢, = 111000, ¢, = 010101, ¢ = 001011, ¢, = 000000,
c, = 100110, c; = 101101, ¢, = 110011, cf = 011110.

si apoi transpuse la adancimea s = 3 (cg si cq vor fi transpuse cu urmatorul cuvdnt - cod
cy obtinut de urmatoarele trei mesaje de informatie my, ms, mg).
Secventa de caractere transmisa va incepe cu

100 110 101 010 001 011 011 000 001 011 010 0OT...

Conform Teoremei 20.5, folosind As pentru a detecta do — 1 = 2 erori, si apoi Ay pentru
a corecta toate caracterele marcate, se pot corecta in ansamblu toate pachetele de cel mult
s(dy — 1) = (dy — 1)(de — 1) = 6 erori consecutive.
De exemplu, sa presupunem ca primii 6 bifi au fost transmisi incorect, deci s-a primit
mesajul
011 001 101 010 001 O11.....
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Eliminand efectul transpunerii la adancimea s = 3, se ajunge la cuvintele
001000 100101 111011

(care comparate respectiv cu €}, Cy, Cy au erori fiecare pe primele doud pozitii). Deoarece
sindromurile sunt nenule, As va detecta erori in toate cele trei cuvinte, deci toti cei 18
biti sunt marcati (7 vom inlocui cu * ).

Presupunand ca nu mai sunt alte erori, dupa un procedeu similar se obtin cuvintele
cly,...,Cg, fara caractere marcate.

Eliminand acum efectul transpunerii la adancimea ko = 3, se obtin cuvintele

c; = **xx01110, co = **xx00011, c3 = *x*100101.

FExista o modalitate unica de a ajunge la cuvinte - cod din Ay prin inlocuirea * cu caractere
0 sau 1.

10.4 Exercitii

10.1 Demonstrati Lema 15.1

10.2 Aratati ca daca un cod ciclic detecteaza o eroare standard e, atunci detecteaza toate
erorile standard obtinute prin permutari ciclice ale lui e.

10.3 Verificali cd pachetele ciclice standard de erori de lungime 3 din Z3° au sindromuri
diferite pentru codurile din Exemplul 18.7.

10.4 Ardtati cd g(X) = 1+ X2+ X4+ X genereazd un (15,10) - cod ciclic binar corector
de pachete de mazxim 2 erori. Este acesta un cod corector de 2 erori independente ¢

10.5 Ardtati cd g(X) =14 X3 + X* + X + X genereaza un (15,9) - cod ciclic binar
corector de pachete de maxim 3 erori. Este acesta un cod corector de 3 erori independente
¢

10.6 Ardatati ci g(X) =1+ X*+ X6 4+ X7+ X?® genereazd un (15,7) - cod ciclic binar
corector de 2 erori independente si de pachete de cel mult 4 erori consecutive.

10.7 Fie codul din Fxemplul 18.7. Sa se decodifice mesajele:
101101110001000, 001101100010101, 100110101010011,
101101000010111, 000000111110000.

10.8 Fie (15,10) - codul ciclic binar generat de g(X) =1+ X? + X* + X°.

Ce lungimi au pachetele standard de erori pe care le poate corecta ?
Decodificati mesajele:
010101000010010, 011010010010100, 001101000000100, 000100010100101,
000000011111001.
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10.9 Fie codul ciclic binar generat de polinomul g(X) = 1+ X + X2+ X3+ X6, Codificati
mesajele de informatie my(X) = 1, ma(X) = X2, my(X) = 1+ X, my(X) = 1+
XQ, m5(X) = Xg, m6(X) =1.

Determinati sirul de bifi transmisi daca se foloseste o transpunere la adancimea s unde
(a) s =1; (b) s =2; (c) s =3.

10.10 Ce secventa de caractere este transmisa daca se foloseste un 0 - cadru de transpunere

intarziata ?
10.11 Demonstratr Teorema 20.3

10.12 Folosind codurile definite in Fxemplul 18.6, sa se codifice urmatoarele mesaje de
informatie prin transpunerea incrucisata a lui Ay cu Ay:

(@) m; = 0110, myp = 1011, mg = 1111, s=2

(b) m; = 0110, my = 1011, mg = 1111, s=3

(¢) m; = 0010, my = 1111, mz = 1010, s=3

(d) my = 1000, my = 0100, ms = 0010, m4 = 0001, ms = 0011, mg = 0100 s =3

10.13 Folosind codurile din Exemplul 18.6 au fost oblinute prin transpunere incrucisata
a lut Ay cu As la adancimea s = 3, urmatoarele secvente binare:

(a) 000001001110110001000111000111000111000000000000000000 . . .

(b) 100011001111101010011001111010100110100100011101000100. . .

Aflati meajele de informatie my, mo, mg.

10.14 Gasiti un rezultat analog Teoremer 20.5 daca pentru As se foloseste s - cadrul de
transpunere intarziata in loc de s - transpunere.



Capitolul 11

Alte definitii ale codurilor ciclice

Pentru inceput vom trece in revista cateva notiuni algebrice — fundamentale in definirea
unei alte modalitati de constructie a codurilor ciclice.

11.1 Elemente primitive in extensii Galois

Definitia 11.1 Fie (F,+,-) un corp finit, in care s-au notat cu 0 gi 1 elementele unitate
fata de cele doua operatii. Un element a € F are ordin n (n > 1) dacda a" = 1 gi
a® # 1, Yk, 0 < k <n. Vom scrie ord(a) = n.

Propozitia 11.1 Intr-un corp finit (F,+,-):

- Orice element nenul are un ordin finit;

- Dacdn = ord(a) atunci a,a?, ..., a" sunt distincte;

- a* =1 dacd si numai dacd ord(a)|k (ord(a) este divizor al lui k).
Demonstratie: Fie a € F, a # 0. Cum F este finit, elementele a,a? a?,... nu pot fi
toate distincte. Vom alege cel mai mic n pentru care 3 i a"** = a’. Relatia se poate
simplifica (lucrdm intr-un corp) cu a’ si se obtine ™ = 1. Din constructie, a,a?,...,a"
sunt distincte, deci n este ordinul lui a.

Pentru k = ni avem a* = (a")" = 1 = 1. Reciproc, si presupunem a® = 1. Teorema
impartirii curest d& k =qgn+r, 0 <7 <n. Avem 1 = a* = a®a" = a’.

Cum r < n rezulta r = 0. q.e.d.

Definitia 11.2 Un element a € F este primitiv dacd F* = F\ {0} = {1,a,a* a*,...,}.

Observatia 11.1 Daca F are r elemente, atunci un element este primitiv daca $i numazi
daca are ordinul r — 1.

Teorema 11.1 Orice corp finit are cel putin un element primitiv.

Demonstratie: Daca F este finit (card(F') = r), se poate gasi un element a € F' de ordin
n maxim. Evident n < r — 1. Mali trebuie aratat can > r — 1.

Fie b € F* de ordin s. S&-1 descompunem pe s in factori primi: s = p'¢? ... (p,q,. ..
numere prime distincte). La randul lui n = p'n’ unde n’ nu este divizibil cu p (iar ¢ poate
fi eventual zero).

129
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v . v 1 . 1 . tq o v Ry v
Sa consideram s’ = s/p' (deci s = p's’) si fie c = a? b* € F. Vrem sa aratam ca c are
ordinul m = p'n’. Pentru aceasta, avem:

%ol !

'3 /! Lo/t i / i /
. v A v 2 / . v . v v y .
Mai raméane de aratat ca ¢™ =1 = m' > m. Este suficient sa verificam ca p' gi n’ sunt
divizori ai lui m/; deoarece cele doua numere sunt prime intre ele, va rezulta ca produsul
m = p'n’ este de asemenea divizor al lui m/.
. ! / to/ / / 10! / / o7 ! Ion! v “) v
Din 1 = (™)™ = a?™™bs™™ = (a")™b*™"™ = b*™™ rezulta (Propozitia 11.1) ca
ordinul s = p’s’ al lui b divide s'm/n’; cum (p/,n’) = 1, se deduce p'|m’.
2 . / i tonlo/ i o/ o/ toloy ! / tolo/ o o .
In plus, din 1 = (¢™)P" = @PP™Ps™ = gP'P'™ (b)™ = aPP'™ rezultd cd ordinul
n=npn ui a divi m’; in|p'm ica n'|m’.
tn/ all divide p'p'm/; deci n/|p'm/, adica n’/|m/
Cum n este cel mai mare ordin ale elementelor din F', avem ord(e) < ord(a), sau
m < n, adica p'n’ < p'n'; deci i < t, adica p* divide n = p'n/.
In mod similar, toti factorii lui s sunt divizori ai lui n, deci s|n.
Am aratat urmatoarea afirmatie:

Vbe F* = ord(b)|n

Deci b este o radacina a polinomului X” — 1 = 0, de unde rezulta ca polinomul
X™—1=0 are r — 1 radacini, adica r — 1 < n. q.e.d.

Fie (F,+,-) un corp finit si f(X) € F[X] un polinom arbitrar cu coeficienti in F.
Spunem ca a € F' este radacindg a lui f daca f(a) = 0.
Se poate demonstra imediat afirmatia:

Propozitia 11.2 Daca un polinom f are radacinile distincte aq,ao, ..., a, atunci el este
divizibil cu polinomul (X — ap)(X —az) ... (X — ayn).

Exemplul 11.1 Polinomul X3 + 1 are o raddcindg 1 in Z,. Deci X® + 1 se divide cu
X +1:
X4+1=(X+D(X*+X+1)

Aceasta este o factorizare completd; deoarece X? + X +1 nu are rdaddcini in Z,, el nu
poate fi descompus in produsul a doud polinoame de gradul 1.

Acelasi polinom X3 + 1 are in Z3 pe 2 ca raddcind tripld, deci aici putem scrie:

X3+1=(X+1)>3
Rezulta ca factorizarea unui polinom depinde de corpul in care este definit.

Din Teorema 11.1 gi Propozitia 20.1 rezulta ca daca a € F' este un element de ordin
n, atunci X™ — 1 se poate descompune in

X" —1=(X—-a)(X —d*)... (X —a").

Definitia 11.3 Un polinom f(X) € F[X] de grad n este ireductibil in corpul F' daca nu
se poate descompune in produsul a doud polinoame din F[X| de grad mai mic decat n. In
caz contrar, f este un polinom reductibil in F'.

Observatia 11.2
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e Orice polinom liniar este ireductibil. Pentru polinoame de grad cel putin 2, Propozitia
20.1 afirma ca:
Un polinom ireductibil intr-un corp nu are radacini in acel corp.
Este interesant ca reciproca nu este adevarata decat pentru polinoamele de grad 2 i
3. Astfel, polinomul f(X) = (X? + X + 1)? € Zy[X], desi nu are rdaddcini in Z,,
este reductibil.

e InR singurele polinoame ireductibile sunt de gradul 1 sau 2. Daca un polinom are
grad impar, el are sigur o radacinag reala, ar daca este de grad par, atunci are sau
cel putin o radacina reala, sau cel putin doua radacini complexe de forma a =+ ib.
In acest ultim caz, el se va divide cu (z — a)® + b%, care este un polinom de gradul
2 din R[X].

o In corpul complex C, teorema fundamentald a algebrei asigurd ca orice polinom
wreductibil are gradul 1.

Definitia 11.4 Caracteristica unui corp finit F' este cel mai mic numar de termeni ai
sumer S =1+ 1+ ...+ 1 cu proprietatea S = 0.

Propozitia 11.3 Caracteristica unui corp finit este numar prim.

Demonstratie: Sa consideram elementele S; = 1+ 14 ...+ 1 de cate ¢ termeni fiecare.
Deoarece nu pot fi o infinitate de valori distincte, fie p minim cu proprietatea
34, S; = Sitp. Rezulta S, = S;y, —S; = 0. Deci F' are caracteristica p.

Presupunem p = jt cu 1 < j < p. Evident 0 = Sj; = 5; +S; + ...+ 5, (t termeni).
Deoarece j < p avem S; # 0. impérgind relatia cu S; se obtine 0 =1+4+1+...+1= 5.
Deci t = p. q.e.d.

Corolarul 11.1 Orice corp de caracteristica q este o extensie a lui Z,.
Demonstratie: Exercitiu.
Corolarul 11.2 GF(q") este un corp de caracteristica q.

Demonstratie: Reamintim ca GF(q") contine toate polinoamele din Z,[X] de grad cel mult
r — 1. In particular, polinoamele de grad 0 (constantele) formeaza un subcorp izomorf cu
Z, care are caracteristica g. q.e.d.

Propozitia 11.4 Intr-un corp de caracteristica q avem (a + b)? = a9 + b9.

Demonstratie: Se foloseste binomul lui Newton, in care Cé“ =0,VEk O<k<gq qed.

11.2 Polinoame minimale
In cele ce urmeazi vom restrange studiul la cazul F' = Z;, ¢ numar prim.

Definitia 11.5 Fie 8 un element dintr-o extensie a lui Z,. Se numeste "polinom mini-
mal” al lui B polinomul normat g(X) € Z,[X] de grad minim, cu g(8) = 0.
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Existenta acestui polinom este asigurata de teorema 4.1 (Prelegerea 4), pe baza careia
s-au definit extensiile Galois.

Exemplul 11.2 Sd consideram extensia GF(2%) generatd de raddcina 'al a plinomului
14+ X + X3. Deoarece o este primitiv, avem GF(23) = {0,1,a,a? a3, a*, o’ a8}, Poli-
noamele minimale ale fiecarui element sunt date in tabelul:

Element Polinom minimal
0 X

1 1+ X

a,a?, ot 1+ X +X3

a3, a’, af 1+ X224 X3

Propozitia 11.5 Un polinom minimal g(X) € Z,[X] este ireductibil peste Z,.

Demonstratie: Daca ar exista descompunerea g(X) = u(X)v(X) cu u(X),v(X) € Z,[X],
atunci vom avea u(8) = 0 sau v() = 0, ceea ce contrazice definitia polinomului minimal
pentru f. q.e.d.

Corolarul 11.3 Daca f(X) € Z,[X] verifica f(8) =0 atunci g(X)|f(X).

De aici rezulta ca un polinom normat peste Z, care admite pe 8 ca radacina este polinom
minimal al lui 8. Acest polinom este unic.

Teorema 11.2 Fie 3 € GF(q*). Atunci existd un polinom minimal al lui 8 de grad cel
mult k.

Demonstratie: Dupa cum rezulta din definirea extensiei Galois si din Teorema 5.3, G F(q*)
are dimensiunea k. O bazd a lui este {1},{X},...,{X*1}. Deci cele k + 1 elemente
1,3,3%...,6% € GF(¢") sunt liniar dependente. Relatia lor de dependentd conduce la
construirea unui polinom de grad maxim k pentru care 3 este radacina. q.e.d.

Teorema 11.3 Elementele nenule din Z, sunt date de solutiile ecuatiei X971 —1 = 0.

Demonstratie: Elementele din Z, \ {0} formeaza grup multiplicativ. Ordinul fiecarui
element divide ordinul grupului, care este ¢ — 1 (Teorema 11.1).

Fie 8 € Z, \ {0}; subgrupul ciclic generat de § este 1,5,5%,...,5" ! unde b' = 1 i
tlg — 1. Deci f771 = 1.

In plus, ecuatia X9 ! — 1 = 0 are ¢ — 1 radacini. q.e.d.

Teorema 11.4 X™ — 1| X" -1 <= m|n.

Demonstratie: ”"<=": Fie n = md. Cum Y — 1 divide pe Y? — 1, daca se ia Y = X™,
vom avea X™ — 1|X™d — 1.
7=": Sa presupunem ca X" — 1| X" — 1 gi fien = md+ s, (s < m). Avem
Xt —1=X5(Xm - 1)+ X* -1 =¢q(X)(X™ = 1)+ r(X) cu grad(r(X)) = s < m.
Pentru a verifica ipoteza, trebuie ca s = 0, deci n = md. q.e.d.

Teorema 11.5 Fie f(X) € Z,[X]| si 5 o radacind a sa (eventual dintr-o extensie a lui
Z,). Atunci gi B? este radacing a lui f(X).
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Demonstratie: Scriem f(X) = ag+a; X +...+a,X". Cum Z, este corp de caracteristica
q, este adevarata relatia (a + b)? = a? 4+ b? (Propozitia 11.4).

De asemenea (Teorema 20.2) Va € Z, \ {0} avem a?' — 1 =0, deci a? = a.

Atunci se poate scrie
(f(X)'=al4+aiX'+ .. . +al(X") T =ay+u X"+ ...+ a, X" = f(X).

In particular, f(89) = (f(8))? = 0. q.e.d.

Teorema 11.6 Orice polinom normat ireductibil peste Z, de grad m este un factor al
polinomului X" — X.

Demonstratie: Daca g(X) = X, afirmatia este banala.

Sa presupunem ca g(X) # X si fie 5 € GF(¢™) o radacina nenula a sa, deci g(f) = 0.
Cum ¢(X) este ireductibil, el va fi chiar polinomul minimal al lui 8. Conform Teoremei
20.2, B satisface ecuatia X?"~! —1 = 0, deci (Corolar 11.3) X9"~! — 1 se divide cu
polinomul minimal g(X). q.e.d.

Teorema 11.7 Orice factor ireductibil g(X) € Z,[X] al lui X9" — X are gradul cel mult
m.

Demonstratie: Fie g(X)| X" — X, ireductibil peste Z,, cu grad(g(X)) = k.
Vom considera algebra polinoamelor modulo ¢(X), in care luam o = {X}. Se stie
(Teorema 4.1) ca g(a) = 0. Un element oarecare din aceasta algebra este de forma

B=ay+aa+...+ a1t

Atunci 7" = ad" +al o .. +al (N = ap + a0 + A ap (@) =
ao+ o+ ... +ap_1aF1 =4
deoarece GF'(¢™) are tot caracteristica g ca si Z,, iar a — fiind o radacina a lui g(X), este
radicina si a lui X9" — X, deci a9 = a, de unde rezulta a4 = o Vj > 0.

Am obtinut in final faptul ca 3 este o solutie a ecuatiei X?" — X = 0. Sunt posibile
¢" asemenea elemente /3 distincte, iar cum ecuatia are ¢™ radacini, rezulta ¢* < ¢, deci
kE<m. q.e.d.

Teorema 11.8 Fie 5 € GF(q™) de polinom minimal g(X), grad(g(X)) =k si ord(p) =
t. Atunci

(i) tlg"—1;

(13) k este minim cu proprietatea ().

Demonstratie: Stim (Teorema 11.6) ca g(X) este un factor al lui X7 — X deci B = 3,
de unde rezulta t|gF — 1.

Sa presupunem acum ci existd p < k cu t|¢g? — 1. Atunci 97! = 1, adicd 3 este
o radécind a ecuatiei X9 — X = 0, deci g(X) este un factor al polinomului X% — X.
Conform Teoremei 11.7, rezulta k < p, contradictie. q.e.d.

Teorema 11.9 Fie polinomul g(X) € Z,[X|, grad(g(X)) =m si f € GF(¢™) o radacina
a sa. Atunci 3,09,67,...,67"" sunt toate radacinile lui g(X).
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Demonstratie: Deoarece g() = 0, avem — conform Teoremei 20.5 — ca (9, B, .. B
sunt gi ele radacini ale lui g(X). De asemenea, conform Teoremei 11.6, 3 este radacina a
lui X9 — X, adica p¢" = 5.

Mai ramane de aratat cd aceste raddcini sunt distincte. Presupunem ca exista 0 < <
j<mecu B9 =pY. Avem

m—j m—j

()" =

Deci [ este radacina a polinomului X? — X gi — cu Teorema 11.7,
grad(g(X)) =m < m+ 11— j < m, contradictie. q.e.d.

p=p" = (57)

m-+4i—j

Din Teorema 11.9 rezulta ca luand extensia GF(¢™)[X], ¢g(X) se poate scrie

g(X) = (X = B)(X = B7)... (X — 7" ).

Teorema 11.10 Fie g(X) un polinom normat ireductibil peste Z,, grad(g(X)) = m, si
e GF(q™) o radacina a sa. Atunci toate radacinile lui g(X) au acelasi ordin.

Demonstratie: Fie p = ord( , (ﬁqj) (1 < j < m) care — conform Teoremei 11.9

) P
— este tot radacina a lui g(X). Ave
(5‘1J> =1 i deci p'|p.

De asemenea,

o = oy = ()" ) ((ﬂ‘f) )qm_j:1 — .

S-a mai folosit Teorema 11.8, conform careia p divide ¢" — 1 dar nu divide nici un
numar de forma ¢* — 1 cu s < m. Deci p =p'. q.e.d.

11.3 Definirea codurilor ciclice prin radacini

O alta metoda de definire a unui cod ciclic consta in listarea tuturor radacinilor (eventual
intr-o extensie a lui Z,) cuvintelor - cod (considerate ca polinoame).

Definitia 11.6 Fie oy, as, ..., o, elemente dintr-o extensie a lui Z,. Codul ciclic C este
format din toate elementele {f(X)} din algebra polinoamelor modulo X™ — 1, care admit
pe o, (1 <1 <) caradacini simple.

De remarcat ca in aceasta definitie, n este deocamdata nedeterminat.

Conform Corolarului 11.3, f(X) se va divide cu fiecare polinom minimal m;(X) core-
spunzator radacinii a; (1 < i < 7). Deci polinomul generator al codului ciclic este

9(X) = emmme {mq(X), ma(X),...,m.(X)}.
Propozitia 11.6 C = ({g(X)}).

Demonstratie: Este lasata ca exercitiu.

Deoarece polinomul generator g(X) divide pe X™—1, rezulta ca fiecare «; este radacina
a lui X™ — 1. Deci ordinul ord(«;) al fiecarei radacini a; (1 < i <) va divide pe n.
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O modalitate naturala de definire a lui n este atunci
n = emmmce{ord(ay),ord(as), ..., ord(a,)} .

Un caz particular important este acela in care toate radacinile aq, s, ..., o, sunt puteri
ale unui anumit element, adica

o = (1 <3<r).
i (

Fie p = ord(«). Atunci polinomul minimal m;(X) al lui a; va avea (Teorema 11.9) toate
riddcinile sale printre elementele %, %, a9™vi . . ..

Numarul factorilor lui g(X) si gradul fiecarui polinom minimal m;(X) se vor determina
atunci din ordinul p si din exponentii u;, qu;, ¢?u;, ... (1 <i <7r). intr—adevér, numarul
claselor distincte de resturi modulo p din succesiunea u;, qu;, . . . va da gradul polinomului
minimal m;(X).

Exemplul 11.3 Fie a € GF(2%) primitiv, raddcing a polinomului 1+ X + X*, ireductibil
peste Zy. Sd definim un cod C care sd aibd ca radacini o, o, o3, a*, o, ab.

Fiind primitiv, ord(a) = 2* — 1 =15 (vezi si Prelegerea 8, Exemplul 8.8).

Fie m;(X) polinomul minimal al radacinii oy, (1 <1i <86).

Raddcinile lui my(X) sunt a, a?, o, a® ('S = «), deci

mi(X) = mo(X) = my(X) = (X — a)(X — ) (X — a?)(X —ab).

Acest polinom este cunoscut, anume 1+ X + X%,

Raddcinile lui m3(X) sunt a5 a'? a?* = o (a'® = a3), deci ms(X) este un
polinom de gradul 4, egal cu mg(X).

Notam m3(X) = ap + a1 X + aa X? + a3 X? + X*. Detaliind mz(a?®) = 0, avem
1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0
Olo [T o [Tl TSl o T[T o
0 1 1 1 1 0

de unde se poate construi sistemul de ecuatii
a0+120, CL3+1:0, a2+120, CL1+G2+(Z3—|—1:O,

cu solutia ag = a; = as = az = 1, deci m3(X) = mg(X) =1+ X + X? + X3 + X1,
Raddcinile lui ms(X) sunt o®,a' (a® = o), deci ms(X) este un polinom de gradul
2: ms(X)=by+ 0 X+ X% Cumms(a®) =0, se obfine:

0 1

O O =

bo + b

O =
O = =
o o oo

0
care are solutia by = by = 1, deci ms(X) =1+ X + X2.
Polinomul generator al codului C' este
9(X) = emmme{m(X), mo(X), m3(X), my(X), ms(X), mg(X)} =
=m(X)maz(X)ms(X) = 1+ X+ X1+ X+ X2+ X3+ XH(1+ X+ X?) =1+ X +
X2+ X'+ X4 X584+ X0,
De remarcat cd era suficient sa cerem ca doar o, o, o sd fie radacini ale codului.



136 CAPITOLUL 11. ALTE DEFINITII ALE CODURILOR CICLICE

Fie polinomul f(X)=ag+a; X +...+a, 1 X" ' € Z,[X] si a o ridicind a sa. Atunci
0= f(a) =ay+aa+aa’®+ ...+ a, 1a" ', sau — altfel scris:

1

(CLO a as ... &nfl) . =0.

an—l

Deci cuvantul - cod corespunzator polinomului f(X) este in spatiul nul al matricii
la...a" (1)

Aceasta este si conditia de divizibilitate a polinomului f(X) cu polinomul minimal
m(X) al lui . Multimea polinoamelor care o satisfac formeaza idealul generat de m(X).
Dimensiunea acestui ideal este (Prelegerea 9) n — k unde k = grad(m(X)).

Deci spatiul liniar generat de matricea (1) are dimensiunea k.

Prin urmare, a cere ca f(X) sa admita pe ay,ag,...,a, € GF(¢™) ca radacini este
echivalent cu a cere ca vectorul corespunzator sa apartina spatiului nul al matricii

1 a o ... of?

1 ap a2 ... of!
Hmr,n =

1 a o2 ... ot

Exemplul 11.4 Sa revenim la Exemplul 18.5. Polinomul {f(X)} apartine codului re-
spectiv daca st numai daca vectorul corespunzator apartine spatiului nul al matricii

1 a o a® of o of o o8 o ol ol o2 o3 g1
H = 1 o o o a2 1 o a® o a2 1 o o o a'?
1 0 a® 1 o % 1 a° a% 1 o o 1 o al
1 0001O0O0O11O010111
01 0011010111100
001 00O1101O0O1T1TT1T1TO0
0001 00I1T1TO0OI1O0OI1T1T11
100011O0O0O0T1T1QO0O0O0T1
10001 100011000171
00101001 01O0O01O0°71
011110111101 111
101101101101 1°O01
01101101101 1011
01101101101 1O011
0O 000O0OO0OO0OO0OOTODOOO0OO0OT®

S-a obtinut o matrice 12 x 15, desi - conform rezultatelor teoretice, n = 15, n — k =
10, k =5 gi deci matricea de control a codului ar trebui sa aiba dimensiunile (n—k)xn =
10 x 15. Se observa insa ca de fapt ultima linie este nula, iar urmatoarele doua linii sunt
identice.

Dei ultimele doua linii se pot ignora, ele neaducand nici o informatie suplimentara
asupra cuvintelor - cod.
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11.4 Coduri ciclice ireductibile

Vom mai prezenta si o a treia constructie a codurilor ciclice, realizata de Edwin Berlekamp
in 1968.

Definitia 11.7 Fie polinomul Tr(X) = X + X9+ X9 + ...+ X9 € GF(¢")[X]. Se
numeste urma lui o« € GF(q"), expresia Tr(a).

Propozitia 11.7 T'r este o aplicatie : GF(q") — Z,.

Demonstratie: Trebuie aratat ca Va € GF(q") avem Tr(«) € Z,. Pentru aceasta este
suficient sa aratam ca Tr(«) verifica ecuatia X? — X = 0. Folosind faptul ca ca GF(q")
este corp de caracteristica ¢ si cd Vo € GF(q¢") avem o4 = q, se verifica imediat relatia
[TR(a)]? = TR(«). q.e.d.

Propozitia 11.8 T'r este aplicatie liniara.

Demonstratie: Relatia Tr(a + 8) = Tr(a) + Tr(S) este ugor de verificat, deoarece se
lucreaza in corpuri de caracteristica q. q.e.d.

Propozitia 11.9 Pentru orice a € Z, existd ¢"~' valori « € GF(q") cu Tr(a) = a.

Demonstratie: Fiecare ecuatie Tr(X) = a admite maxim ¢"~! rddédcini, iar numarul

de elemente a posibile este q. Mai trebuie aratat ca toate cele ¢ ecuatii au radacini
distincte. Aceasta se poate deduce foarte simplu folosind derivata formala intr-un corp
de caracteristica ¢: toate ecuatiile au aceeasi derivata: 1. q.e.d.

Teorema 11.11 Polinomul Tr(X) se poate descompune in GF(q") in produs de poli-
noame minimale.

Demonstratie: Demonstratia se bazeaza pe urmatorul algoritm:

(1) Fie polinomul g(X) = Tr(X);

(2) Se considera a@ € GF(q") cu g(a) = 0. Deci g(X) este divizibil cu polinomul
minimal m(X) al lui a.

(3) 9(X) :=g(X)/m(X). Daca g(X) =1, STOP, altfel se reia pasul (2).

Existenta radacinilor pentru g(X) (pasul (2)) este asigurata de faptul ca in GF(q")
orice polinom ireductibil este polinom minimal. q.e.d.

Exemplul 11.5 Sd consideram GF(2%), deci ¢ = 2, r = 4. Aici se poate verifica des-
compunerea
TrX)=X+X?+ X'+ X8 =X(1+X)1+ X+ XH)(1 + X + X%,
formata din produs de polinoame minimale.
Fie a € GF(2%) radacind (primitivd) a ecuatiei 1+ X +X* = 0. Deci toate elementele
nenule din GF(2*) se pot scrie ca puteri ale lui o
Vom folosi aceasta pentru a lista valorile functiei Tr : GF(2Y) — Z :

X TrX)| X TrX)| X Tr(X)| X Tr(X)
0 0 a’ 1 a’ 1 all 1
1 0 at 0 a® 0 al? 1
« 0 a’ 0 o’ 1 a3 1
a? 0 ab 1 a'? 0 a4 1
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Dupd cum se observd, sunt 8 = 23 valori 0 si 8 valori 1.

Putem da acum teorema principala care defineste codurile ciclice folosind operatorul
Tr:

Teorema 11.12 Fie n numdr natural, ¢ numdar prim, k ordinul lui ¢ modulo n (¢* =
1 modn) si B € GF(q*) element primitiv de ordin n. Atunci

C = {ca = (Tr(0), Tr(aB), Tr(af?), .., Tr(af™))|a € GF(¢")
este un (n, k) - cod ciclic peste Z,.

Demonstratie: Din Propozitia 11.8 rezulta ca C' este cod liniar.

Se verifica apoi ca c,z-1 € C este o permutare ciclica a lui c,; deci C' este cod ciclic.
Deoarece 3 este primitiv, inseamna ca polinomul sau minimal m(X) = hg + 1 X + ... +
hp X* are gradul k. Daca c, = (cg,c1, ..., Cn1), avem

Z cih; = Tr(am(B)) = Tr(0) = 0,

care constituie una din cele n — k ecuatii de control pentru C'.
Deoarece m(X) este minimal (deci ireductibil), h(X) = X*m(X 1) este polinomul de
control pentru C. Cum gradul lui este k, avem un (n, k) - cod ciclic peste Z,,. q.e.d.

De remarcat ca aceasta teorema defineste numai codurile ciclice ”ireductibile” (care
nu contin subcoduri ciclice netriviale proprii), deci clasa lor este inclusa strict in clasa
codurilor ciclice data de cele doua definitii anterioare (prin ideale si prin radacinile poli-
nomului generator).

Exemplul 11.6 Sd ludm n = 15, ¢ = 2, deci k = 4. In GF(2%) vom lua o, rdaddacindg
a polinomului 1 + X 4+ X*. Se stie cd el este un element primitiv. Aplicatia Tr este
Tr(X) =X+ X?+ X* + X® jar codul C este format din 16 cuvinte de forma
(Tr(B),Tr(Ba),...,Tr(Ba™ 1)), V8 € GF(2%).

Pentru =0, 00...0€C.

Pentru 3 =1, (Tr(1),Tr(ca),...,Tr(a™1)) =000100110101111

Celelalte 14 cuvinte sunt permutarile circulare ale acestuia.

Polinomul de control al codului este h(X) = X* <1 + % + %) =1+ X%+ X* dar
polinomul genergzéfor

X —-X

IX) =
al carui vector corespunzdator se obtine in constructia de sus pentru B = o?.

Acesta este un (15,4) - cod ciclic binar, ireductibil.

De remarcat ca pentru n = 15 sunt numai doua astfel de coduri, celalalt fiind codul
dual (raddcina polinomului 1+ X3 + X* este de asemenea primitiva).

:X+X4+X5+X7+X9—|—X10+X11+X12;
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11.5 Exercitii
11.1 Demonstrati Corolarul 15.1.
11.2 Demonstra{i Propozitia 11.6

11.3 Construiti urmatoarele corpuri:
(a) GF(2?);
(b) GF(23) folosind polinomul 1+ X? + X3;
(¢) GF(2%) folosind polinomul 1+ X* + X*;
(d) GF(2%) folosind polinomul 1 + X? + X5,

11.4 Gasiti o extensie a lui Zo in care X° — 1 sa se descompund in factori liniari.
11.5 Gasiti toate elementele primitive din GF(23) si GF(2%).

11.6 Gasiti toate elementele primitive din GF(3%) si GF(5%).

11.7 Construiti GF(2%) ca o extensie a lui GF(2%).

11.8 Fie a € GF(2%), rdddcind a polinomului 1 + X + X*.
Gasiti polinoamele minimale al lui B = a” si B = a'°.

11.9 Gasiti polinoamele minimale al tuturor elementelor din:
- GF(2?), generat cu 14+ X + X3;

- GF(2°), generat cu 1+ X?* + X°;

- GF(3?%), generat cu 2+ X + X?;

- GF(5%), generat cu 3+ 2X + X?.

11.10 Orice element nenul din GF(q™) are un ordin prim cu q.

11.11 Gasiti polinomul generator al unui cod ciclic binar de lungime 15, de radacini
Lo’ o', «€ GF(2Y) fiind rdddcindg a polinomului 1 + X + X4,

Construiti matricea de control a codulus.

Aratati ca v(X) este polinom - cod dacd i numai dacd ponderea w(v) este pard.
11.12 Gdsiti polinomul generator al unui cod ciclic binar de rdaddcini o2, o3, a% unde
a € GF(2%) este raddcind a polinomului 1 + X + X3,

11.13 Sa se descompunda Tr(X) in produs de polinoame minimale in corpurile:

() GF(2);  (0) GF(); (o) GF(3);  (d) GF(5?).

11.14 Folosind Teorema 11.12 sa se construiasca toate codurile ireductibile pentru
GF(2%), GF(2°), GF(3%).

11.15 Verificati ca polinomul h(X) construit in demonstratia Teoremei 11.12 este poli-
nomul generator al codulut dual.
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Capitolul 12
Coduri BCH

Codurile BCH constituie cea mai relevanta clasa de coduri ciclice. Ele au fost definite
in mod independent de Bose gi Chaudhuri pe de-o o parte, Hocquenheim pe de de-alta
parte. Numele de BCH (Bose - Chaudhuri - Hocquenheim) a fost dat de Peterson, care
s-a ocupat de ele in mod special, construind si algoritmul de decodificare.

12.1 Definirea codurilor BCH

Definitia 12.1 Fie ¢ numar prim, mg,m,d numere naturale $i « € GF(¢™). Un cod
ciclic este cod BCH daca este definit de radacinile polinomului generator

mo mo-+1 mo+d—2

a o yee e, (X

In majoritatea cazurilor studiate se considera my = 0 sau mg = 1.

Teorema 12.1 Intr-un cod BCH lungimea n a cuvintelor - cod este egala cu ordinul e al
lui o

Demonstratie: Conform constructiei codurilor ciclice bazata pe radacinile polinomului
generator (Prelegerea 11), lungimea n a cuvintelor - cod este cel mai mic multiplu comun

al ordinelor radacinilor. In cazul codurilor BCH avem
(Qmo)n — amon -1 §1 1= (amo—i—l)n — amo-‘rn — OémOCYn,

deci @™ = 1. Prin urmare e|n i n > e.
De asemenea, (/)¢ = (a®)! = 1Vj =mg,mo+1,...,mg+d — 2, adicd n < e.
Rezulta n = e. q.e.d.

De remarcat ca, daca a este primitiv, atunci e = ¢ — 1.

Teorema 12.2 Intr-un cod BCH definit de radicinile o™, ™ot . amtd=2 (4 €
GF(q™)), distanta minima a codului este cel putin d (si deci codul poate corecta orice

combinatie de t < T] erori independente).

Demonstratie: Un cod BCH este spatiul nul al matricii

141
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1 ™o (a™m0)? . (qmo)n—1

1 O[mo+1 (am0+1)2 o (amo—l—l)n—l
H =

1 amo+d—2 (Oémo—f.—d—2>2 L (am0+d—2)n—1

Sa consideram urmatorul determinant, obtinut prin alegerea arbitrara a d — 1 coloane
din H:

(amo)jl (amo)j2 L (amO)jd—l
(am0+1)j1 (amo+1)j2 o (am0+1)jd—l
D= . _
(amo-i-d—?)jl (amo+d—2)j2 ) ) (amo+d—2>jd—1
1 1 o 1
ajl a]? . ajdfl

= omol+iz++ja-1) —

(aP)=2 (ad2)i=2 .. (adu)i

— gMmolitizttja-1) H(aji _ ajk) £ ()
i>k

pentru ca j; # ji daca ¢ # k.

Deci orice submultime formata cu maxim d — 1 coloane din H este liniar independenta
de unde — conform Teoremei 2.4 (Prelegerea 2) — distanta minima a codului este cel putin
d. q.e.d.

Exemplul 12.1 Daca se lucreaza in binar, puterile pare ale radacinilor se pot omite
din listd(dacd o' este rdddcind, atunci si o* este raddacind — conform Teoremei 11.9,
Prelegerea 11). Atunci un cod BCH binar corector de 3 erori este definit de radacinile
B, 5%, 8%, unde B este un element primitiv dintr-o extensie a lui Zs. De exemplu, dacd
B = a, raddcind a polinomului 1+ X + X*, se obtine codul din Evemplul 11.3, Prelegerea
11.

Exemplul 12.2 Fie GF(3?) generat de rdaddcina o a polinomului ireductibil g(X) =
2 + X + X2. Deoarece ord(a) = 8, orice cod generat va avea lungimea 8. Sd construim
codul BCH de radacini o2, o, o.
Polinoamele minimale sunt:
mo(X) =1+ X? cu raddacini o?, a®;
m3(X) =2+ X + X? cu raddcini o, o
my(X) =14 X, numai cu rdaddcina o*.
Deci polinomul generator este

gX) =1+ X2+ X +X2)(1+X) =2+ X2+ X3+ 2X* + X°.

Codul este un (8,3) - cod ciclic. Deoarece printre radacinile sale este §i «, se poate
considera mg = 1, d =5, deci codul poate corecta cel mult doua erori independente.

De remarcat ca daca folosim acest cod drept cod liniar, cum ponderea minimd a cu-
vintelor sale este 4 (de exemplu 02010201 este cuvdnt - cod), distanta minimda este 4, deci
codul nu poate corecta decat o singura eroare. In general, tratarea codurilor ciclice sub
forma de coduri liniare scade de obicei puterea de corectie a erorilor independente.
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Numerele m,mg, d, q constituie parametrii codului BCH. Ideea generala este de a-1
mari pe d, pentru a putea corecta cat mai multe combinatii de erori. Acest lucru este
posibil totdeauna, deoarece m si ¢ sunt alese arbitrar.

Sa observam ca pentru a € GF(¢™) primitiv, toate puterile lui « pana la ¢™ — 1 sunt
distincte. In cazul binar, avem urmatorul rezultat:

Teorema 12.3 Fie m un numdr natural oarecare $i « € GF(2™) primitiv. Atunci exista
un cod BCH de lungime n = 2™ — 1 care corecteazd orice combinatie det < 2™ ' —1 erori
independente, folosind cel mult mt pozitit de control.

Demonstratie: Vom considera codul binar definit de radacinile o, o2, ..., a*. Acesta este
un cod BCH pentru ¢ = 2, mg =1, d = 2t + 1, n = 2™ — 1 si cu distanta minima
cel putin 2t + 1. Pentru ca radacinile mentionate mai sus sa fie distincte, trebuie ca
26<n—-1=2"m—1.

Sa observam ca orice putere para a lui a este radacina a unui polinom minimal
corespunztor unei puteri impare anterioare a lui «. Deci este suficient sa dam la inceput
doar radacinile a, a?, ..., a1 ale cuvintelor codului binar.

Avem — dupa definitie: g(X) = emmme{m(X), ms(X),...,may_1(X)}.

Pe de - altd parte, m;(X)| X" — 1 = X?"~! — 1 gi deci — conform Teoremei 11.7
(Prelegerea 11), grad(m;(X)) < m. Din cele doua relatii rezulta grad(g(X)) < mt.

Cum grad(g(X)) da numarul de simboluri de control, teorema este demonstrata.q.e.d.

12.2 Algoritmul Peterson de decodificare

Fie codul BCH definit de radécinile a0, a0t | qmot2t=1 (=2t 4+ 1) cu

a e GF(qm).
Un asemenea cod corecteaza orice combinatie de maxim ¢ erori independente.
Fie {f(X)} un cuvant - cod transmis si

{r(X)} = {/(X) +e(X)} = {F/(X)} + {e(X)}

secventa receptionata, unde {e(X)} este vectorul - eroare.
Avem, pentru j = mqg,mg+1,...,mg+2t —1:

S; =r(a?) = f(a) + e(a?) = e(a).

S; se numesc componentele sindromulus.
La decodificare, eroarea-tip e este determinata complet daca se stiu:

e Valorile componentelor sale Y; € Z;
e Localizarile lor X; € GF(q™).

Un cuvant din GH(¢™) este un vector cu ¢™ componente; vom nota pozitiile acestora
folosind puterile lui o: pe pozitia i se afld coeficientul lui o' (1 <4 < ¢™). Deci o'!
va localiza a i - a componenta dintr-un cuvant.

Deci, daca au intervenit ¢ erori, eroarea - tip este complet caracterizata de cunoasterea
celor t perechi nenule (Y;, X;) (1 <1 <t).
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Putem conveni (evident) ca

De remarcat cd X; nu reprezintd o' ci un o arbitrar, care va trebui aflat.
Deci, a gasi pe {e(X)} revine la a determina 2t elemente X;,Y; (1 <i <), grupate in
t perechi. Vom considera ¥; = 0 Vi (t <i < ¢™—1). Avem — conform notatiei polinomiale

Sj:e(aj):ZYiXij, (mop <j<mg+2t—1)

Atunci

t q t t
(5, = (z m;‘) Sy Sy s,
=1 =1 =1

Deci, determinarea polinomului - eroare {e(X)} se reduce la aflarea solutiilor (Y7, X;), (1 <
i < 't) ale sistemului de ecuatii

t
D YiX] =8, my<j<mg+2t-1, (1)
=1

Daca au intervenit k (k < t) erori, se completeaza cele k perechi nenule (Y;, X;) cu
alte t — k perechi nule (0,0). De fapt, acest numar k nu este cunoscut apriori; de aceea, se
pleaca de la t erori potentiale (maximul pe care codul BCH il poate corecta in mod cert),
caracterizate de t perechi (Y;, X;). Problema care se pune este deci de a-1 determina pe k
si cele 2k necunoscute Y;, X; (1 <i < k).

Orice metoda de corectare a erorilor revine la rezolvarea sistemului de ecuatii (1), care
este un sistem neliniar de 2t ecuatii cu 2t necunoscute, problema NP - completa. Sa
incercam o abordare mai simpla a acestei probleme.

Fie polinomul
(X —X)(Xo—X)...(X; = X)=0r+ 0 1(—X) + ... + o (=X)L + (= X)1.

unde o; sunt functiile simetrice date de relatiile lui Viéte.

Daca in aceasta relatie se ia X = X; (1 <1i <), se ajunge la

X+ (Do X T L (D)o X+ (D)o =0, (1< <t).

Inmultim cu Y; X} si sumam dupa i. Se obtine:

t t t t
S VX (<)o Y VXTI b 4 (D) T e Y VX 4 (<)o Y VX =0,
i=1 i=1 i=1 i=1
j:mo,m0+1,...,m0+t—1

relatie care se poate scrie

Sj(—l)t(ft + Sj+1(—1)t_10_t_1 + ...+ Sj—i—t—l(_l)al + Sj—i—t == O, (2)
mo<j<mo+t—1

Algoritmul lui Peterson de corectare a k (k < t) erori intr-un cod BCH este:
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1. Se rezolva sistemul (2) in care necunoscutele sunt (—1)?o,, (1 <p <t);
2. Se Inlocuiesc valorile aflate in ecuatia
X+ (D)o X+ o+ (=)o X + (=)o =0
si se afla cele t radacini X7, Xs,..., X; € GF(q™) ale sale;

3. Cu aceste valori introduse in sistemul (1), se determina din primele ¢ ecuatii
valorile Y7,Y5,..., Y, € Z;

4. Dacd (Y;,a?") (1 <14 < k) sunt cele k& < ¢ valori nenule ale solutiei obtinute,
atunci:

e Pentru k = 0, cuvantul receptionat este {r(X)} (fara erori);

k
e Pentru 0 < k <t, fic e(X) = ZYini.
i=1

Cuvantul - cod decodificat este {f(X)} = {r(X)} — {e(X)}.

De remarcat ca in cazul binar, pasul (3) nu mai este necesar, deoarece
Y,=1 Vi<k.
Pentru corectitudinea algoritmului, trebuie studiate compatibilitatile sistemelor de
ecuatii (1) si (2).

YiXij =5; (mp <j<mg+t—1) de necunoscute Y; este

t
Teorema 12.4 Sistemul

=1

compatibil daca si numai daca au intervenit t erori.

Demonstratie: Considerat ca sistem in Y, sistemul este liniar; determinantul sau principal
este

Xpooge X B T
Xmotl o xmo+l o X X ... X,
mo+2 mo+2 mo+2 2 2 2
X Xy Xy = Xoxo X | Xi XS e Xy
mo+t—1 mo+t—1 mo+t—1 t—1 t—1 t—1
Xl X2 DY Xt Xl X2 DY Xt

= Xpoxge . xre I (X- X))

1<j<i<t

Acesta este nenul numai daca au intervenit ¢ erori, pentru ca atunci toti X; sunt distincti
si nenuli. q.e.d.
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Smo Sm0+1 s Sm0+t71
Sm S, S,
. o+1 mo-+2 e mo—+t
Teorema 12.5 Matricea M = )
Sm0+t—1 Sm0+t s Sm0+2t—1

este nesingulara daca au intervenit t erori si este singulara daca au intervenit mai putin
de t erori.

Demonstratie: Tinand cont de forma sistemului (1), este posibila descompunerea matricii
M in produs de 3 matrici M = ABA” unde:

1 1 | .
X, X, ..ox Y1 X] 0m .0

A= X2 X2 ... X? B = 0 hiy ... 0
v . 0 0 ... VX

DELED (LD ¢ .

M este nesingulara daca cele doua matrici din descompunere sunt nesingulare. Ma-
tricea A este nesingulara daca si numai daca valorile X; (1 < i < ¢) sunt distincte si
nenule, deci daca au intervenit ¢ erori. Matricea B este nesingulara daca toate elementele
de pe diagonala sa principala sunt nenule, deci daca toate perechile (Y;, X;) (1 <i <t)
sunt nenule — adica au aparut ¢ erori. q.e.d.

Aplicarea algoritmului Peterson se face in felul urmator:

1. Folosind polinomul receptionat {r(X)}, se determina

S;=r(a?) (mo<j<my+2t—1)
2. Se studiaza compatibilitatea sistemului

Sj<—1)t0't + Sj_,_l(—l)tilO't_l 4+ ...+ Sj+t—1(_1)01 + Sj-i—t = O,
mo <j<mo+t—1L

Daca matricea M a acestui sistem este nesingulara, inseamna ca au aparut ¢ erori.
Daca M este singulard, atunci se observa ca o, = 0 (deoarece o, = X1 X5 ... X;) si
— dupa ce se inlocuieste 0, = 0 — se obtine un nou sistem liniar format din ¢ — 1
ecuatii (neglijand prima sau ultima din ecuatiile de mai sus) cu ¢t — 1 necunoscute.

Se studiaza matricea acestui nou sistem. Daca ea este nesingulara, inseamna ca au
aparut t —1 erori. Daca si aceasta este singulara, cum o;_; = 0, se repeta procedeul.

Primul sistem compatibil (cu matricea nesingulara) care se obtine va da numarul
k (k <t) de erori care au intervenit in transmisie, precum si valorile
(=Do1, (=1)%02,...,(=1)"0.

3. Se introduc valorile determinate mai sus in polinomul
P=XFqp (=)o X" '+ + (=D o X + (=DFoy

si se afla cele k radacini Xq, Xo, ..., X € GF(¢™) ale ecuatiei P = 0 (prin diverse
metode, eventual chiar prin simpla verificare a ecuatiei cu toate elementele din
GF(q™)). Aceste radacini vor da localizarile erorilor.

De remarcat ca ordinea de notare a radacinilor X7, X, ..., X; este neesentiala.
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4. Se introduc aceste solutii in ecuatiile sistemului
k
ZY;XZ]:S], j:mo,m0+1,...,m0+k‘—1
i=1

si se determina valorile erorilor Y7, Y5, ... Y.

k
5. Se calculeaza astfel polinomul eroare e(X) = Z Y; X7 unde X; = o (1 <i<k).
i=1
Acesta se scade din polinomul receptionat si se obtine cuvantul - cod transmis:

{r(X)} = {e(X)} = {r(X) = e(X)} = {/(X)}

Exemplul 12.3 Fie codul BCH definit de rdddcinile o, o2, o, a*, a®a® unde o € GF(2%)
este element primitiv, raddcing a polinomului 1 + X + X* (Ezemplul 11.3, Prelegerea 11
st Exemplul 20.3).

Deoarece t = 3, acest cod este capabil sa corecteze maxim 3 erori independente.

Sd presupunem cd au apdrut doud erori, pe pozitiile o si o'® (adicd pe pozitiile 4 si11)
ale cuvantului transmis. Ele sunt reprezentate prin polinomul eroare e(X) = X3 + X10.

Sa calculam sindromul (pentru operatile folosite, a se vedea FEzemplele 8.8 si 8.9,
Prelegerea 8 ):

Sy =7r(a) =e(a) =a®+ al? = al?

S2 — (81)2 = o =0
Ss=r(@®)=e@®)=a’+a®=a’+a’=a"
54 — (52)2 — 0418 _ 043

Ss=r(a®) =e(a®) =a® +a¥ =a’+a® = '’

SG = (83)2 = 0414.

Observam ca intr-o situatie reala, nu se va sti unde sunt localizate aceste erori si deci
~ in cazul in care au intervenit doud erori pe pozitiile o si a'® (care nu se cunosc incd)
— din vectorul receptionat se obline direct sindromul

S == (Sl, SQ, Sg, 54, 55, Sﬁ) = (Oél2, Oég, a7, 043, Oélo, oz14),
fara sa stim din combinatiile caror localizari ale erorilor provin aceste componente ale
sindromuluz.

Sa consideram sistemul de ecuatii

510‘3—1-820'2 —|-53(71 = 54 04120'3+CY902 —|—Oé70‘1 = a3
520'3 + 5302 + 540'1 = S5 adica CK9(73 + 0670'2 + @701 = 0610
520'3 + 540'2 + 550'1 = SG a703 + CYSO'Q + 06100'1 = 0614

Inmultim cele trei ecuatit ale sistemului respectiv cu

a7 =a8 a3 =al2 a0 =qb
st obtinem.:
5 2 _ 1
a’o3 + Q0 +01 = «
0660'3+Oé40'2+0'1 = Oé7
a1203+a802+01 = Oé4

Adunam prima ecuatie la ultimele doua si atunci

aMog +aloy, = ol

Q

{a903+a1002 = o
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Deoarece a doua ecuatie se obtine din prima prin inmultire cu o, ele nu sunt indepen-

dente; deci au aparut mai putin de 3 erori. Facem o3 = 0 si a doua ecuatie va da oy = o*3.

Din prima ecuatie a sistemului se ajunge la o® + o1 = o't, adicd o1 = o'2.

Deci, in acest caz k = 2, 01 = a'?, 09 = o'?. Se ajunge la ecuatia X? + 01X + 09 =
X2+ a2X 4+ a® =0, care are ca rdaddcini X, = o, Xy = a'°.

Am redescoperit astfel cele doua localizari ale erorilor. Codul fiind binar, corectarea se
face imediat: se modifica (din 1 in 0 sau din 0 in 1) bitii de pe pozitiile 4 respectiv 11 din
cuvantul receptionat.

Exemplul 12.4 Fie codul BCH definit de rdddcinile o, a?, a3, a* unde o € GF(21) este
rdaddcina polinomului 1 + X + X*. Acest cod are n = 15, mg =1, mg + 2t — 1 = 4, deci
t = 2; codul poate corecta in mod sigur cel mult doua erori independente.

Sa presupunem ca s-a receptionat cuvantul

r = 100100110000100.

Sa determinam cuvantul - cod transmis.
Polinomul corespunzitor este r(X) = 1+ X3 + X% + X7 + X2 jar componentele
sindromului sunt
81 = r(a) = o, 5, = r(a?) = ($1)? = o,
Sy =r(a?) = o, Sy =r(at) = (S52)? = a’.

Trebuie rezolvat sistemul

810'2 + 520'1 = 53 - 0400'2 + 0600'1 = 044
adica 0 4
5202+5301 = S4 Q09+ Q0] = «

de unde se obtine o1 = o, gy = av.

Polinomul de localizare a erorilor este X?> + 01X + 0y = X% + X + o, cu raddacinile
X, =a7, Xy =a°. Au apdrut deci doud erori, pe pozitiile 8 si 10. Pentru cd suntem in
cazul binar, Yy = Yy = 1; vectorul - eroare obtinut este e(X) = X7 + X°, deci cuvantul -
cod transmis este

{FXN) =X —{eX)N={rX)+e(X)}=1+X + X+ X%+ X2

adica £ = 100100100100100.

12.3 Localizarea erorilor la codurile BCH binare

Dupa cum s-a observat, in cazul codurilor BCH binare este suficient sa se localizeze
eroarea; corectarea se face imediat prin complementarea bitilor aflati pe pozitiile respec-
tive. Dupa determinarea valorilor o4, g9, . . ., 04, algoritmul Peterson nu expliciteaza modul
de rezolvare a ecuatiei de localizare al erorii, care uneori poate fi dificil de prelucrat.

Un procedeu eficient de determinare a pozitiilor erorilor pentru codurile BCH binare
a fost realizat de Chien.

Fie polinomul (de localizare a erorii):

SX)=(1-XX)1-XX)...(1 - X, X) =00+ 1 X +0:X*+ ... + 0, X"
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unde
0'0:].
0'1:X1+X2+...+Xt

O¢ :X1X2...Xt
(operatiile fiind efectuate in binar, semnul — este asimilat cu +).
Radicinile acestui polinom sunt inversele localizarilor erorilor X; ' (1 <i <t).

Procedeul lui Chien de corectare a erorilor — pentru codurile BCH binare — este
urmatorul:

Fie r = rory ... r,_1 cuvantul receptionat; componentele lui se vor decodifica pas - cu
- pas (pe masura ce sunt receptionate).

Sa consideram primul bit primit r,_; si sa cercetam daca el este corect sau nu. Aceasta
este echivalent cu a verifica dacd o' este o localizare a erorii, sau dacid a1 = o este
o radacina a polinomului S(X) de localizare a erorii.

Daci oja + 090% + ... + oyal = 1 adicd S(a) = 0, atunci a intervenit o eroare pe
pozitia o™ ! si deci componenta 7,,_; trebuie corectata.

Daci oy + 090% + ... + oyl # 1 adica S(a) # 0, atunci r,,_; s-a receptionat corect.

Procedeul se repeti: in general componenta receptionati r,_ este corecta daca o~ ("% =
a® nu este radacina a polinomului S(X), adica

010° + 090%° + .. 4 o0’ £ 1.

In caz contrar, r,_, va fi corectati in r,_, + 1 (mod 2).
Algoritmul lui Chien este deci:

2. while s <n do

(a) s:=s+1;
(b) Se calculeaza P := gia® 4+ 020* + ... + 0’

0 daca P#1

(c) Se decodifica a,,_s :=r,_ s+ v unde v = { 1 daci P—1

Circuitul liniar care implementeaza acest algoritm este:

A t

To,T1y -+ -y Tn—1
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Cele t circuite din stanga realizeaza la fiecare tact multiplicarea cu .

La momentul initial blocul A calculeazd suma oy« + o90? + ... + 0,0t dand la iesire
valoarea 1 (scalar) daca aceastd suma este egald cu 1 = (1,0,...,0), si 0 (scalar) daca
suma anterioara da orice element din GF(2™) diferit de 1.

In functie de acest rezultat, componenta r,,_; este schimbata, respectiv pastrata.

La momentul urmitor, blocul A calculeaza suma o,a? 4+ o9a* + ... 4+ 0,0, Daca
aceastd suma este 1, a? este radicind a polinomului de localizare a erorii S(X), deci
a2 = o™ 2 este o localizare a erorii. In caz contrar, suma este diferita de 1. La iegirea
din blocul A se obtine scalarul 1 respectiv 0, componenta r,_» fiind modificata respectiv
pastrata.

Exemplul 12.5 Fie a € GF(2*) primitiv, raddcina polinomului 1 + X + X*. Sd pre-
supunem ca se stiv oy §i 09. Circuitul care multiplica cu o este (Prelegerea 8, Figura 8.4)
circuitul de tmpartire la m(X) =1+ X + X*:

e e et

Circuitul de inmultire cu o? este — conform egalititii
(a1 +asa+aza’+as03) = a1a® +asad +azat + a0’ = az+(az+ag)a+(a; +ag) o +asa
urmatorul (vezi i Exemplul 8.10, Prelegerea 8):

3

!
o

k4

Initial in elementele de inmagazinare ale celor doua circuite se afla o1 respectiv os.

Pentru cazul binar vom nota cu
X1 —
X2 X1 VXgaV...VXy,
Xp —

poarta OR care da valoarea (scalar) 0 daca si numai daca
X1 =Xg=...=X, =0,
$t Cu
r —lll— 7

paorta NOT.
Atunci, circuitul de implementare a procedeulur Chien de localizare a erorii este:
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In acest circuit, cele patru elemente de inmagazinare din stanga formeaza circuitul de
inmultire cu « (unde initial se introduce oy ), iar cele patru elemente din dreapta formeaza
circuitul de inmulfire cu o, arangjat in ordine inversd (unde oy se introduce initial de la
dreapta spre stainga,).

De asemenea, exista un element de inmagazinare care contine bitul 1, element pe care
2l furnizeaza la fiecare tact.

Initial, circuitul functioneaza odata la momentul O fara a introduce nimic de pe canal
(pentru “amorsarea” in elementele de inmagazinare a coeficientilor pentru oic respectiv
0'2@2).

La momentul urmator se incepe procesul efectiv de decodificare. Daca 7,1 a fost
perturbat, atunci o' este localizarea erorii, adicd o este rdadacind a polinomului de
localizare a erorii si avem 1 + oy« + 090% = 0. In acest caz, la intrarea tn "sumatorul”
OR este vectorul 0 = (0,0,0,0), iar la iegire scalarul 0. Dupa negare se obfine scalarul
1, care se adund (pentru corectie) la ry,_1.

Daca r,_q este corect, la intrarea in sumator se obtine o valoare nenula, deci iesirea
va fi 1, care prin negare este 0 gi r,,_1 ramane nemodificat.

To,T1y-+ .3 Th—1 ———-

12.4 Exercitii

12.1 Sa se verifice valabilitatea descompunerii M = ABAT din demonstratia Teoremei
20.2

12.2 Fie a € GF(2™) (m > 2) primitiv. Sa se arate ca polinoamele minimale my(X)
si m3(X) au acelasi grad.

12.3 Construiti un cod BCH binar corector de 2 erori de lungime n = 11.

12.4 Construiti un cod BCH ternar de lungime n = 26 st d = 5.
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12.5 Sa se determine polinomul generator si cel de control pentru codul BCH binar corec-
tor de 3 erori de lungime
(a) n=15 (b) n = 31.
Codificati mesajul de informatie 111 ... 1.

12.6 Caracterizali codurile BCH care contfin toate elementele extensiei Galois GF(q™).

12.7 Dacd g(X) =1+ X* + X® + X7 + X8 este polinomul generator al unui cod BCH
binar de lungime 15, sa se cerceteze daca urmatoarele secvente sunt cuvinte - cod:

(a) 011001011000010, (b) 000111010000110,

() 011100000010001, (d) 111111111111111.

12.8 Aflati rdaddcinile polinoamelor cu coeficienti in GF(2%) (« este rdaddcina polinomu-
lui 14+ X + X*4):

X2 +otX + a3, X2+ a"X + a?, X?a?X + o,

X2+ af, X%+ a?X, X2+ X +ab.

12.9 Definim codul BCH de polinom generator g(X) = my(X)ms(X) peste GF(2%)
folosind elementul primitiv o, rdaddacindg a polinomului 1 + X + X*.  Se receptioneazd
cuvintele v si se calculeaza sindromurile vH. Stiind aceste sindromuri, localizati erorile
(daca se poate):

a) 01000101, b) 11101000, ¢) 11001101, d) 01000000,
e) 00000100, f) 10100100, g) 00111101, k) 00000000.
12.10 Pentru codul BCH definit in exercitiul anterior, decodificati mesajele:
a) 110000000000000, b) 000010000100001, ¢) 010001010100000,
d) 110011100111000, e) 110011100100000, f) 111000000000001,
¢) 101110000000000, h) 101010010110001, i) 010000100000000,
4) 010101001011000, k) 110111011101100, m) 101110000001000,
n) 111001011000000, p) 000111010000110.

12.11 In codul BCH binar de lungime n = 15 corector de 3 erori (vezi Exemplele 11.1
si 11.8), sa se decodifice mesagele:
(a) 001000100000000, (b) 101011001000000.

12.12 In codul BCH peste Z3 de lungime n = 8, corector de 2 erori, sa se decodifice
mesajele

(a) 00100000 (b) 12121212 (c) 11211122

(d) 02020202 (e) 10201020 (f) 22110011.

12.13 Fie a € GF(2%) primitiv, raddcind a polinomului 1 + X% + X°. Se defineste un
cod BCH binar de lungime n = 31 gi d = 5.

1. Sa se construiasca polinomul generator al codului: g(X) = mi(X)ms(X).

2. Sa se decodifice mesajul 1001011011110000110101010111111.



Capitolul 13

Coduri Reed - Solomon

13.1 Definirea codurilor RS

O clasa foarte interesanta de coduri ciclice a fost definita in 1960 de Reed si Solomon.
Numite in articolul initial coduri polinomiale, Peterson arata un an mai tarziu ca ele sunt
de fapt un caz particular de coduri BCH.

Construct ia data de Reed - Solomon a fost urmatoarea:

Fiem > 2 si « € GF(¢™) primitiv (deci ord(a) =n = ¢ — 1).

Dacd aga; ...ax_1 € GF(¢™)* este secventa de informatie, se defineste polinomul
h(X)=apg+a; X +...+a, 1 X* 1 € GF(¢™)[X]. Codul polinomial va fi format de toate
cuvintele de forma h(1)h(a)...h(a™ ).

Teorema 13.1 Un cod polinomial este un cod BCH peste GF(q™), definit de radacinile

a,a?,. .. a7k,

Demonstratie: In algebra polinoamelor modulo X™ — 1 (n = ¢™ — 1) sa consideram clasa
{f(X)} asociata cuvantului - cod h(g)h(a)...h(a"1):
f(X)=h1)+h(a)X +...+h(a"HX" P =ag(1+ X + X?+ ...+ X" ) +
a(l+aX +a?X?+ . +a" ' X" D ta(l+a?X +a'X?+ ...+ (@2X)"H+... +
a_1(1+ " 1X + .+ (oFIX) ),

Se stie ca toate elementele nenule din GF(¢™) sunt radacinile polinomului
X" 1 1=X"-1=(X-1)1+X+X?+...+ X" deci toate elementele din
GF(g™)\ {0,1}! sunt radacinile polinomului 1+ X + X2 4 ... + X"

Prin calcul se obtine f(1) = ag, f(a™') = —a;, f(a?) = —ay,..., f(a=*F V) =
—ay_ 1 81 fla?)=0dacan—1>j>k.

Dar cum o™ = 1, avem a™/ = a7 gi deci f(a') =0, (1<i<n-—k). q.e.d.

In continuare vom numi aceste coduri Reed - Solomon pentru care vom folosi urmatoarea
definitie:

Definitia 13.1 Fie a € GF(q™) primitiv. Se numeste cod Reed - Solomon (RS) codul
BCH de polinom generator g(X) € GF(¢™)[X] definit prin
g(X) = (X —a™)(X — amotl) (X — qmotd=2),

IReamintim, 1 = (1,0,...,0), 0= (0,...,0).

153
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Deci, diferenta fata de codurile BCH generale este aceea ca un cod RS este definit direct
pe extensie, nu pe corpul de baza. Astfel, la un cod BCH cuvintele - cod sunt din Z7, pe
cand la un cod RS, ele sunt din GF(¢™)". Cum gi GF(¢™) este corp, toate proprietatile
codurilor BCH se pastreaza si in cazul codurilor RS.

Deoarece au fost studiate (si utilizate) numai codurile Reed - Solomon de caracteristica
2, vom considera in continuare q = 2.

Exemplul 13.1 Fie GF(23) generat de raddcina o a polinomului 1 + X + X3, si sd
consideram codul RS definit de polinomul g(X) = (o + X)(a? + X) = o® + o' X + X2
Este un cod ciclic de lungimen =7, k=5 s1d = 3. Folosind definitia din Prelegerea 9.3,
se poate construi matricea generatoare a codului:

o> a* 1 0 0 0 0
0 &> a* 1 0 0 O
G=] 0 0 o a* 1 0 0
0 0 0 > a* 1 0
0 0 0 0 o o* 1

Codul are 8° cuvinte, obtinute prin inmultirea cu g(X) a tuturor polinoamelor din
GF(23)[X] de grad cel mult 4 sau — echivalent — din inmulfirea cu matricea G a tuturor
cuvintelor din GF(23)°.

De exemplu, codificarea mesajului de informatie a = 1a00a?, sau a(X) =1+ aX +
B Xt este a(X)g(X)=1+a+ (a+a)X?+aX? + (1 + )X+ X° + (1 +a)X® =
@® 4+ a* X2+ aX? 4+ X+ X 4+ a®XO (respectiv a*0ataa®la?).

O matrice de control foarte simpla se obtine folosind (conform Prelegerii 11.3) raddacinile
a si o ale cuvintelor - cod (reamintim, o =1):

g1 « a? o o' a® af
=11 a2 ot of 3 .5 |-
o o' ab a o «

Teorema 13.2 Distanta minima a unui cod RS este d =n —k + 1.

Demonstratie: Sa notam — temporar — cu dy distanta minima a unui cod. Conform
Teoremei 3.3 (Prelegrea 3), dg < n—k+1. Pe de-alta parte, intr-un cod RS, grad(g(X)) =
n—k=d—1decid=n—k+1. Din cele doua afirmatii rezulta dy < d. Pe de-alta parte,
din Teorema 12.2, cum codul RS este un caz particular de cod BCH, rezulta dg > d.q.e.d.

Din aceasta teoreméa rezulta ca un cod RS are distanta mazima separabila (se mai
spune ca este un cod DMS).

13.2 Coduri RS scurte

Deoarece a € GF(2™) este primitiv, toate cuvintele unui cod RS au lungimea n = 2™ — 1
sik=n—d+1=2"—d simboluri de informatie. Uneori insa sunt necesare coduri RS
ale caror caracteristici sa nu fie de aceasta forma. Ele se obtin astfel:

Fie C un (n, k) - cod RS de distanta minima d si s (1 < s < 2 —d) un numar intreg,.
Se construiegte codul RS scurt C(s) format din toate cuvintele lui C' care au 0 pe ultimele
s pozitii, dupa care apoi aceste s pozitii se ignora.
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Exemplul 13.2 Fie codul C' dat de g(X) = a4+ X, unde « este radacina polinomului
1+ X + X2 si genereazd GF(22). C are decin =3, k=2, d=2 i 16 cuvinte - cod.
Codul C(1) se obtine luand toate cuvintele lui C care au O pe ultima pozitie (acestea
sunt 000,10, a*a0,1a0), din care se elimind ultimul caracter.
Deci C(1) = {00, a1, a’a, 1a}.

Atentie: Ultima pozitie nu inseamna ultimul bit. Fiecare element din cuvant are aici
doua pozitit binare. Astfel, cele patru cuvinte - cod alese din C' au reprezentarea binard
000000, 011000, 110100, 100100

iar codul scurt, reprezentat in binar este C'(1) = {0000, 0110, 1101, 1001}.

Din definitie,
C(s)={beC|grad(b(X)) <n—s}.
Daca g(X) este polinomul generator al codului Reed - Solomon C, atunci C(s) contine
toate polinoamele de forma b(X) unde b(X) = a(X)g(X), grad(a(X)) < k—s =2"—d—s
(deoarece grad(g(X)) =d—1=n—k).
De aici rezulta ca matricea generatoare a unui cod RS scurt C(s) este

9(X)
o Xg(X)

kasflg(X)

care se obtine din matricea generatoare a codului C, prin eliminarea ultimelor s linii.
Numarul de simboluri de informatie este egal cu numarul de linii din G, deci
ki=k—s=2"—d—s.

Sa notam acum cu d respectiv d, distantele minime ale celor doua coduri. Se observa
cd Veg,ca € C(s), ¢} =¢100...0, ¢, =¢c300...0 € C si deci d(cy,c2) = d(c), ch),
adica dg > d.

Pe de-alta parte (Teorema 3.3, Prelegerea 3),

ds <mng—ks+1=2"-1—5s— (2" —d—s)+1=d, deci ds = d.

Din cele aratate mai sus putem enunta teorema:

Teorema 13.3 Fie C un (n,k) - cod RS cu distanta minima d si C(s) codul sau scurt,
cu parametrii ng, kg, ds. Atunci

ng=2"—1—s, ki=2"—d—s, d,=d
si C(s) este un cod DMS.

Remarca 13.1 Alte coduri scurte se pot obtine eliminand orice combinatie fixa de s
elemente din cuvintele unui cod RS. Se poate vedea imediat ca proprietatile ardatate mai
sus nu se schimba.

Exemplul 13.3 Plecand de la codul RS din Ezemplul 13.1, codul scurt C(2) va avea
ca matrice generatoare matricea G fara ultimele doua linii $i coloane, iar ca parametri
ne =5, ko = 3, dy = 3. Matricea sa generatoare este
> a* 1 0 0
G= 0 o> a* 1 0
0 0 o o* 1
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13.3 Decodificarea codurilor RS

Fiind cazuri particulare de coduri BCH, codurile RS se pot decodifica folosind direct
algoritmul Peterson (Prelegerea 12). Sa reluam detaliat pe un exemplu aplicarea acestui
algoritm.

Exemplul 13.4 Fie g(X) = (1 + X)(a+ X)(a? + X)(a® + X) unde a € GF(2%) este
raddcina (primitiva) a polinomului 1 + X + X3. Codul are distanta minimd d = 5, deci
poate corecta maxim 2 erori independente. Mai stim ca:
ad=1+a, at=a+a? a=1+a+a? of=1+0a%

Sa presupunem cd s-a receptionat cuvantul r = a®aa’a?10a?. Pentru decodificare se

aplica urmatorii pasi:
(1): Se calculeaza cele patru sindromuri:

v(@) =ab+a+a’+a?+1+0+a? =1+’ +a+1+a+a?+a+1+a?=1;
v(a) :a6+a2+a7+a5+a4+0+a8:a3,'
v(a?
v(a

)=a+a+a’+a®+a®+0+aM =a?;

0
S
2
S, HN=aS+at+al +alla24+0+a® =1.

3
(2) Deoarece rangul matricii ( go gl ) = ( ;3 33 ) este 2, cuvantul r are
1 92

doua erori; cum distanta minima este 5, ele pot fi corectate.
(3) Se rezolva sistemul liniar

Soos + Siop = S, .o oy + @301 = o
adica 3 3

510'2 + 520'1 = Sg ooy + 01 = 1
Adundnd cele doud ecuatii, se obtine (1 + a*)oy =1+ a®, deci o5 = 1.

Inlocuind in prima ecuatie, avem ooy = o® + 1 = a, de unde, prin inmultire cu o
se ajunge la o1 = ad.

(4) Polinomul de localizare a erorii este 0(X) = X?+0, X +0y = X2 +a X +1.

Prin incercdri se obtine o(a) = a(a®) = 0, deci cele doud erori sunt pe pozitiile X, =

a, X2 = OéG.

. (XY X i\ (S .
(5) Se rezolva sistemul liniar ( X x )ty )=ls ) adica:

{Y1+ Y, = 1

4

aY; + o = o

fnmul}find a doua ecuatie cu o si adundnd la prima, se obtine oY, = o, deci Y7 = ab.
Dupd inlocuire in prima ecuatie, se determind si Yo = o?.
(6) Rezumdnd, au apdrut erorile o pe pozitia 1 si o pe pozitia 6. Deci eroarea
este e = 00°0000a?, iar cuvantul - cod trimis a fost
c=r+e=0a%"a"a?100.
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13.4 Alta constructie a codurilor RS

Plecand de la constructia initiala, se poate realiza si o alta definitie pentru codurile RS. Ea
se bazeaza pe o modalitate diferita de reprezentare a cuvintelor din Z;', anume considerand
polinoamele drept functii.

Definitia 13.2 Fie S C GF(2™). Doua polinoame p(X), q(X) reprezinta aceeasi functie
: S — GF(2™) daca $i numai daca V3 € S, p(B) = q(B).

Exemplul 13.5 Fie S = GF(2%), construit folosind raddcina primitivd o a polinomului
1+ X + X3. Definim functia f : S — Zy prin

o2 o ot o af
1

0 1 0 O

X ‘O 1 «
f(X)\O 0 1

Atunci f(x) se poate reprezenta prin

ve = f(0)f(1)f(a)f(a?)f(a®)f(a?) f(a”) f(a®) = 00110100.

Exemplul 13.6 Fie S = GF(23) si functia f : S — S definitd vi = a*01a%1000.
Considerand [ drept polinom, folosim metoda coeficientilor nedeterminati pentru a

obtine reprezentarea
f(X)=a"+a?X + a3 X%+ X3

Multimea A = {f(X) € GF(2™)[X] | grad(f(X)) < k — 1} se poate structura evident
ca un spatiu liniar de dimensiune k, cu baza {1, X, X?,..., X*71}. Deoarece toate aceste
polinoame pot fi considerate functii definite pe o anumita multime S C GF(2"), vom
numi A spatiul functiilor pe S.

De remarcat ca in aceasta faza S nu este definit explicit.

Teorema 13.4 Fie multimea S, card(S) = n si k < n. Mulfimea tuturor functiilor
: S — GF(2™) reprezentate prin polinoame de grad < k — 1 formeazd un spatiu liniar de
functii, cu baza {1,X,... X"t}

Demonstratie: Evident, orice polinom de grad cel mult & — 1 este generat de {1, X, ...,
Xk=11. Tot ce trebuie aritat este ci fiecare functie f : S — GF(2™) are o reprezentare
unica sub forma de polinom.

Sa presupunem (prin absurd) ca p(X) si ¢(X) sunt egale ca functii pe S. Deci
Va € S, p(a) = q(a). Dar atunci p(X) — ¢(X) este un polinom de grad < k care are
n (n > k) radacini, deci p(X) — ¢(X) =0, adica p(X) = ¢(X). q.e.d.

Exemplul 13.7 Fie S = GF(23) construit folosind raddcina o a ecuatiei 1+X +X3 = 0,
si sd consideram toate polinoamele din GF(23)[X], de grad cel mult doi. O bazd pentru
acest spatiu de functii este {1, X, X2}, cu reprezentarea corespunzdtoare:

1 — 11111111

X — 0lac’alata’ab

X2 — 012t abaa’a®
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Atunci, orice polinom f(X) = ag + a1 X + a2 X? € GF(2%)[X], considerat ca o functie,
poate fi reprezentat sub forma de vector prin

v = (ap a; az)

Sunt 8 = 512 astfel de polinoame.

Teorema 13.5 Spatiul functiilor pe S C GF(2™) (card(S) = n) al tuturor polinoamelor
din GF(2™)[X] de grad < k — 1 formeaza un (n,k) - cod liniar DMS.

Demonstratie: Alegem o multime cu n elemente S C GF(2™) si consideram spatiul liniar
al functiilor tuturor polinoamelor p : S — GF(2™) de grad cel mult & — 1. Lungimea
fiecarui cuvant - cod este n, iar dimensiunea spatiului este k (Teorema 20.1). Mai ramane
de aratat ca acest cod este DMS (are distanta maxima separabila), adica d =n — k + 1.
Pentru aceasta, sa observam ca orice polinom p(X) are maxim k — 1 radacini distincte;
deci reprezentarea vy, are cel mult k — 1 zero-uri, adica w(vp) >n —k+ 1. In particular,
d=min{w(vp)} >n—k+ 1.
Pe de alta parte, conform Teoremei 3.3, d <n—k+1,decid=n—k+ 1. q.e.d.

Fie n un divizor al lui 2™ — 1 §1 S = {a € GF(2™)|a" = 1} multimea radacinilor de
ordinul n ale unitatii din GF(2™). Evident, S contine toate radacinile din GF(2™) ale
ecuatiei X™ 4+ 1 =0 gi — fiind un corp finit — are cel putin un element primitiv (Teorema
11.1).

Teorema 13.6 Fie p(X),q(X) € GF(2™)[X] ¢i S € GF(2™) multimea radacinilor de
ordinul n ale unitatii. Atunci p(X) si ¢(X) reprezintd aceeasi functie f : S — GF(2™)
daca gi numai daca p(X) = q(X) (mod X™ + 1).

Demonstratie: "<=": Fie q¢(X) = h(X)(X™+1)+p(X). Atunci pentru orice a € S avem
q(a) = h(a)(1 + a™) + p(a). Dar 1 +a™ =0, deci q(a) = p(«).

¢

=—: Fie a € S primitiv. Deci orice element din S are forma o’ (0 < i < n). Daci
q(a’) = p(a?), atunci o' (0 < i < n) sunt rdddcini ale polinomului p(X) — ¢(X). Putem
scrie atuncl

|
—

p(X) = g(X) = h(X) T (1 +a') = A(X)(1 + X7,

7

Il
=)

q.e.d.

Teorema 13.7 Fie S multimea radacinilor de ordinul n ale unitat it din GF(2™). Atunci
spatiul functiilor tuturor polinoamelor din GF(2™)[X] de grad < k —1 pe S formeazd un
(n, k) - cod ciclic peste GF(2™).

Demonstratie: Sa notam cu C' acest spatiu si fie S' ca in ipoteza, generat de o primitiv.
Atunci, daca p(X) € GF(2™)[X] este un polinom de grad cel mult & — 1, avem v, =
p(L)p(a)...pla™ ") € C.
Fie ¢(X) = p(aX). Cum grad(q(X)) < k — 1, rezulta vq € C. Dar
g(1)g(a)...q(a"") = p(a)p(a?)...p(a")p(1) € C,
care ce reprezinta — conform definitiei — un cod ciclic. q.e.d.
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Exemplul 13.8 Sd consideram S = GF(23) spatiul raddacinilor de ordin 7 ale unitatii,
generat de a, raddcina ecuatiei 1 + X + X? = 0. Fie de ezxemplu p(X) = a* + X +
X2+ X3 = (14 X)(a® + X)(a® + X), care are reprezentarea 01a*1a00.

Permutarea ei ciclicd este 121000, care corespunde functiei p(aX) = a* + a3 X +
X2+ X3 = (ot + X)(@® + X)(a® + X)a?.

Definitia 13.3 Fie polinomul V(X) = Vo + Vi X + ...+ V1 X" € GF(2™)[X] st
a € GF(2™) o radacindg primitiva de ordinul n a unitatii. Spunem ca v(X) = vo+vi X +
oo+ v 1 X1 este Vtransformata” lui V(X) dacd

n—1

i=0
Altfel spus, daca se noteaza cu M,,,, = (a")1<; j<n, atunci
(VO V1 e Vn_l)M = (VO V1 ... Vn—l)-

Matricea M este numita transformata Fourier finita. Ea este nesingulara, deci se poate
scrie (Vo Vi ... V1) =(voVvy ... vp_1)M ! sau

n—1
V; = Z via Y =v(a™)
i=1

Vom demonstra aceasta formula in mod direct, fara a folosi inversa matricii M:

Teorema 13.8 Fie a € GF(2™) o radacing primitiva de ordin n a unitatii. Dacd v; =
V(ad) pentru V(X) = Vo + Vi X +... + V, 1 X" € GF(2™)[X], atunci V; = v(a™)
unde v(X) =vo+viX +... + vy 1 X"

Demonstratie: Deoarece v este primitiv, vom avea

n—1 .
Z Qb= _ { n (mod?2) pentru k=1
7=0

0 pentru k #1
n—1 n—1 /n—1 n—1 n—1
Atunci v(a™") = Zvjof” = Z (Z Vko/”> a " = ZVk (Z a(k_l)j> =V,
§=0 j=0 \k=0 k=0 =0
q.e.d.
Deci, fiind dat un vector de valori (vg, v1,...,Vn_1), Se pot regasi coeficientii polino-

mului V(X) = Vo + VX +... 4V, 1 X" ! lucru esential in definirea unui algoritm de
decodificare.

Teorema 13.9 Fie S C GF(2™) multimea radacinilor de ordinul n ale unitatii din
GF(2™), generat de radacina primitiva «. Spatiul liniar al tuturor functiilor polinomiale
de grad <n —d+ 1 pe S este un cod ciclic DMS cu polinomul generator

g X) =(a+ X)(@®+ X)... (a1 + X).

Demonstratie: Functia polinomiala V(X)) a carei transformata corespunde lui v(X) =
n—1

a(X)g(X) este V(X) = Zv(&”’i)Xi. Deoarece g(a?) = 0, (1 < p < d—1), vom
i=0
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avea v(a"") = O pentrui =n—d+ 1,n—d+2,...,n — 1. Rezultd ci pentru orice
i, (n—d+1<1i<n-—1) coeficientul lui X* din V(X) este zero, deci V(X) are gradul
<n-—d+1. q.e.d.

Daca se ia n = 2™ — 1, se ajunge la o alta modalitate de constructie a codurilor RS,
folosind o alta matrice generatoare (deci o alta dispunere a bitilor de informatie).

Exemplul 13.9 Fie o« o raddcindg a polinomului 1 + X + X3, cu care se construieste
GF(2%). Considerim codul RS de polinom generator g(X) = (1 + X)(a + X)(a? +
X)(a?4+X) = a®+aP X +a® X2 +a? X3+ X* (care corespunde reprezentarii a®a’a’®a?100).

6
Transformata lui g(X) este polinomul G(X) = Zg(CX?_i)Xi.
=0

Pentru cd g(a®)g(a)...g(a®) = 00001aa?, avem
G(X)=g1)+g(@™HX +g(a™?)X? 4+ g(a"3) X3 =’ X + aX? + X3.
Cumd—1=3, avem d =4 deci gr(G(X)) <n—d+1=4.
Se verifica usor ca G(X) este o functie polinomiala cu reprezentarea
G(a")G(a)...G(a®) = a®a’a®a?100.
Putem gandi acest cod RS ca spatiul tuturor polinoamelor de grade 1,2 si 3, adica
{Xp(X) | p(X) € GP(2*)[X], grad(p(X)) < 3}.

Baza pentru acest spatiu liniar este {X, X?, X3}, iar matricea generatoare

2 3 4 5 6

1 o o o o o o
1 o ot o a o o
1 a® af o & a o
Deci G(X) = a*X + aX? + X® va avea reprezentarea
1 a o o o' o® of
(@*al)| 1 o o' o a o® o | =(a’a®a’100).

a
1 & af a2 o&® a ot

13.4.1 Algoritmul de decodificare Berlekamp - Massey

Fie g(X) polinomul generator al unui cod RS, ¢(X) = a(X)g(X) un polinom - cod
transmis, si v(X) = ¢(X) + e(X) polinomul receptionat. Notam V(X),C(X) si E(X)
transformatele lui v(X),c(X) respectiv e(X). Cum transformata Fourier finita este o
aplicatie liniara, se verifica imediat V(X) = C(X) + E(X).

Deoarece g(X) are d — 1 rad&cini consecutive o', (mg < i < mg + d — 2), sindromul
polinomial s(X) va avea s(a"™%) = e(a"!) = E; pentrui =n—my —d+1,...,n — mq.
Deci sindromul va putea determina d — 1 coeficienti ai transformatei E(X).

Pentru ceilalti coeficienti va trebui sa reluam polinomul de localizare a erorilor o(X)
din algoritmul Peterson de decodificare a codurilor BCH.

o(X) are proprietatea ci o(af) = 0 < ¢, # 0.

Deoarece E(a*) = e, vom avea o(a®)E(a*) = 0 Vk, deci — lucrand in algebra poli-
noamelor modulo 1 4 X™:

{e(X)HEMX)} =0



13.5. STERGERI 161

(o(XHE(X)} = { (Z X) <Z EJ-XJ) }

unde ¢t = [(d — 1)/2]. Calculand in ambele relatii coeficientul lui X**/, se obtine:
O’tEj + Ut—lEj+1 + ...+ UOEj—f—t =0.
Pentru ca stim deja d — 1 valori consecutive ale lui E;, putem determina recursiv
coeficientii o;, pe care 1i folosim la generarea tuturor valorilor E;.
In [7] se defineste o altii form4 a acestui algoritm.

Exemplul 13.10 Sa reluam codul RS definit in Exemplul 14.4, in care consideram ca
s-a receptionat cuvantul v = obaa’a’10a?.
Deoarece d =5, avem t < 2 g1
Eo =v(a®) =1, Eg =v(a) = a?, Es =v(a?) = a?, Eg=v(a?) = 1.

Polinomul de localizare a erorii este o(X) = X? + 01X + o0y.

Determinam oo, o1 ca in Evemplul 14.4 si gasim o9 = 1, 01 = a°. Se poate determina
astfel relatia de recurenta:

Ek =« Ek+1 + Ek+2.

Deoarece (Eg, Eg, E5, E4) = (1,03, a3 1) vom avea:

E; =a° E4+E5:a + o =a?,
E;=0’E3+E;=0-a?+1=0,
E, = o’E; + E3 =0+ o = o?.

Am determinat transformata lui e(X), adicd E( )=1+a?’X+a?X3+ X +a3X5+
a3X%. De aici rezultd e = (E(a°), E(a), E(a?),. .., E(a%)) = 0a50000a?, deci cuvintul
decodificat este

c=v+e=a% a’a?100.

Pe de-alta parte, daca s-ar fi folosit matricea generatoare din FExemplul 17.3, nu ar
mai fi fost necesar sa se determine vectorul eroare e, ci doar sa se calculeze toate valorile
lui v(a*), (0 < k < 6), din care se obtine direct mesajul transmis; mai precis, se afld
transformata lui v(X), care se aduna la transformata lui e(X):
vovy ... ve = v(a”)v(a®)v(a®) ... v(a) = laaa®laia®, EoE;...Eg = 1a*0a*1a’a?,

st dect

CoC1...C¢ = VoV;... Vg + EgE; ... Eg = 00*«1000.
S-a obtinut C'(X) = o*X + aX? + X3. Deci bitii de informatie sunt (a*, o, 1).
De aici se obtine forma cuvantului-cod transmis: ¢ = a®a®a’a?100.

13.5 Stergeri

O stergere este o eroare detectata, pentru corectarea ei trebuind determinata doar valoarea
erorii. Numarul locatier de stergere este pozitia elementului perturbat. Acest numar este
in general cunoscut (din citirea fizica a mesajului primit sau din structura codului).

Astfel, fie C un cod RS peste GF(2™) si sit consideram codul C' format din reprezentarea
binara a cuvintelor codului C' (fiecare element din GF(2™) se scrie ca un cuvant binar de
lungime m). Se definegte si codul C obtinut prin adaugarea cate unui bit de paritate la
fiecare simbol din componenta cuvintelor codului C.

Exemplul 13.11 Sa consideram codul RS din Exemplul 20.3. Pentru a forma C’, se
inlocuieste fiecare element 0,1, o, & respectiv cu 000, 101,011,110 (al treilea bit este bitul
de paritate). Astfel, pentru 10 € A avem 011101000 € C’.
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Deoarece fiecare element dintr-un cuvant - cod ¢ € C este reprezentat printr-un cuvant
binar de lungime m + 1, cuvantul - cod corespunzitor & € C’ va avea lungimea (2™ —
1)(m+1). Se observa ca fiecare element nenul din ¢ este inlocuit cu un cuvant de pondere
para. Deci, ¢ va fi format din 2™ — 1 cuvinte binare de lungimi m + 1, fiecare de pondere
para.

In acest fel, daci in cuvantul receptionat V' exista un grup de pondere impara, stim ca
a aparut o eroare printre cei m + 1 biti corespunzatori. Considerat din nou ca un cuvant
cu elemente din GF(2™), stim ca acest cuvant are un element perturbat; nu cunoagtem
valoarea erorii, dar stim pozitia sa. Avem deci o "stergere”.

Exemplul 13.12 Reluand constructia din exemplul anterior, sa presupunem ca s-a primit
011100000. Deci, au aparut erori in al doilea grup de 3 biti (acesta are pondere impara),
asa cd o este un numdrul locatiei de stergere. Stiind acest numdr, putem inlocui al doilea
element cu O (usureaza calculul sindromului), i vom incerca decodificarea lui v = 00 in
cel mai apropiat cuvant - cod din A, stiind ca pozitia erorii este X1 = a.

Teorema 13.10 Fie C' un cod RS peste GF(2™) de distanta minima d, i v un cuvant
receptionat care are s stergeri sit erori care nu sunt stergeri. Atunci v poate fi decodificat
corect daca 2t +s < d — 1.

Demonstratie: De remarcat ca in Teorema 3.7 (pentruiu coduri liniare), o conditie mai
slaba (t + s < d — 1) asigura corectarea celor t erori si detectarea (doar) a s gtersaturi.
Aceasta teorema realizeaza corectarea completa a cuvantului.

Fie B multimea pozitiilor stersaturilor gi A multimea pozitiilor erorilor; deci A \ B
este multimea pozitiilor erorilor care nu sunt gtersaturi. Definim op(X) = H(o/ +X) ca
filnd polinomul de localizare a stersaturilor. Atunci polinomul de localizaégBa erorilor se
poate scrie

UA(X) = JB(X)UA\B(X).

Aflarea porzitiilor erorilor revine la determinarea radacinilor polinomului o4\ p(X).
Pentru aceasta se poate folosi algoritmul Peterson de decodificare a codurilor BCH (Prele-
gerea 12), cu cateva schimbari, corespunzatoare sindromurilor ”modificate”.

Astfel, fie
0p(X)=By+BiX+.. 4+ B 1 X '+ X sioap(X) = Ag+ A X +.. .+ A X+ XE

Similar algoritmului Peterson, vom inmulti ambii membrii ai egalitatii
op(X)oap(X) = 0a(X) cu V;X] (mg < j < mg +d — 2) (reamintim, X; corespund
locatiilor erorilor, iar Y; sunt valorile acestor erori).

Apoi se inlocuieste X = X; si se face suma dupa i = 1,...,t + s. Se obtine
Si' Ao+ Sj' A+ o+ S A + S =0 (mo<j<my+d—2) (1)
unde S, sunt sindromurile modificate, de forma

Sk/ = BgSk + B15k+1 + ...+ Bs_lSk+s_1 + Sk+s~ (2)
Pentru ca se stiu valorile lui S; pentru j = my,...,mg +d — 2 iar By, By, ..., Bs1

sunt cunoscute, se pot determina S;" pentru mg < j < d—1—s. Deoarece 2t +s < d — 1,
deci 2t < d — 1 — s, se poate rezolva sistemul (1) scris matricial
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/ / / /
Smo Sm0+1 L Sm0+t71 AO Sm0+t
/ / / /
Sm()+1 Sm0+2 LI Sm0+t Al . Sm0+t+1 (3)
/ /
Sm0+t—1 Sm0+t .. Sm0+2t—1 At—l Smo—‘er
cu t necunoscute Ag, Ay, ..., Ai_1.
Dupa determinarea polinomului de localizare a erorilor, algoritmul Peterson se poate
aplica in continuare nemodificat. q.e.d.

Fie C' un cod RS peste GF'(2™), de polinom generator g(X) = (o™ + X) ...
(amotd=2 1 X). Se transmite cuvantul - cod ¢ si se receptioneaza v cu s stergeri localizate
in elementele multimii B = {X,..., X,}. Fieop(X) = By+ B X +...+ B, 1 X*7 '+ X*®
polinomul de localizare al stergerilor.

Polinomul de localizare a erorilor o4(X) = 04\5(X)op(X) poate fi determinat afland
onp(X)=A0+AX+... + A X"+ X" astfel:

(a) Se calculeaza S; = v(a?) pentru j = mg,mo + 1,...,mo+d — 2;
(b) Se determina S;'(mg < j < mg+d — 2 — s) cu relatiile (2);
(¢) Se rezolva sistemul liniar (3) de necunoscute A;.

Exemplul 13.13 Fie C codul RS peste GF(2%) construit de rdaddcina o a ecuatiei 1 +
X + X* =0, definit cu polinomul generator g(X) = (1+ X)(a + X)...(a* + X) si C'
codul binar asociat in care sunt codificate mesajele. S-a primit mesajul
v/ = 11101 11001 00101 00110 10010 0...0,
deci v = a1°0a?0a%a!10 ... 0.
Singura stergere localizatd este o, deci og(X) = a + X.
Trebuie sa determinam polinomul de localizare a erorilor.
Din v(X) = o' + a?X? + a8 X* + o X5 calculdm sindromurile
So=a" 5,=0,85 =a3 Sy3=a* S;=0a’
Deoarece By = a si s = 1, relatia de recurenta pentru sindromurile modificate este
Sj, = B()Sj + Sj—i—l = OéSj + Sj+1 (0 S j S 3)
Se determind astfel Sy’ = ab, S;' = a3, Sy’ =0, S5’ = o'l

Deoarece d =5 avem t = 2, deci sistemul (3) este

So’ Sy A Sy’ ol o? A, 0

(865 ) ()= (5) = (G9)(8)- ()
cu solutia Ay = o8, A} = o'l

S-a obtinut polinomul o4\ 5(X) = o® + o X + X2, Deci,

oa(X) =0p(X)oap(X) = (a+ X)(a® +a"X + X?) = (a + X)(o® + X)(a® + X).

Rezultd cd erorile sunt localizate pe pozitiile X, = a, Xo = a3, X3 = a’.

Mai departe se lucreaza pentru determinarea valorilor erorilor, folosind algoritmul
Peterson si sindromurile originale. Trebuie rezolvat sistemul:

1 1 1 Yi ab
a o o Y, = 0
a2 of alo Ys ad

cu solutia Y1 = a'?, Yo =1, Yy = 3.
Deci v(X) se decodificd in ¢(X) = v(X) +e(X) = (o + a?X? 4+ o X* + oM X?) +
(a2X + X3 + a?X?), adicd ¢ = a'®a'a?1a%10...0, sau — in C’:
11101 11110 00101 10001 00110 10001 0...0.
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13.6 Exercitii

13.1 Construiti matricea generatoare si listati toate cuvintele - cod ale codului RS din
Exemplul 20.3. Scrieti si forma binara a acestor cuvinte.

13.2 Fie codul definit de g(X) = (1 + X)(a + X)(o? + X)(o® + X), bazat pe extensia
Galois GF(23) generatd de o, raddcind a polinomului 1 + X + X3.

1. Determinati n, k,d si numarul de cuvinte - cod.
2. Construiti o matrice generatoare $i o matrice de control a codului.

3. Codificati mesajele de informatie 10a?, 111, o?a’a®.

13.3 Construiti coduri RS cu urmatorii parametri:

(b)ym=3,d=3, mg=2;
(c)m=3,d=5, mg=0;
(d)m:4,d 5,m0—0,
(e)m=5d=7 my=0

13.4 Pentru fiecare cod determinat la exercifiul anterior determinati n, k st numarul de
cuvinte - cod.

13.5 Aratati cd un (2™ —1,k) - cod RS are 2™* cuvinte - cod.

13.6 Flie codul RS de polinom generator g(X) = (1+ X)(a+ X)(a® + X)(a® + X)(a? +
X)(e® + X) € GF(2Y)[X] unde a este radacina polinomului 1 + X + X*. Decodificati
mesagele:

(a) 0alaa’a?a?ala®a000000
(b) 1a*a?a0010ac’aa?0aa
(c) a0a’0a?a®a*10000000

13.7 Fie codul RS generat de g(X) = (a+X)(a?+X)(a?+X)(a*+X) unde « € GF(2%)
este radacina polinomului 1 + X + X*. Decodificati mesajele:

(@)  001a°00a°00000000

(b) 00008300t o aa°00000

() a*0100a2a°a!2al*000000

13.8 Plecand de la codul RS din exerciiul precedent, se formeaza codul scurt C(4) de
lungime n = 11 (si k = 7). Decodificati mesajele:

(a) 00102000°0000

(b) 00008000 00”0

(c) a*0100a2a’ 20400

13.9 Aratati ca transformata Fourier finita M este inversabila.
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13.10 Fiind dat GF(23) construit cu polinomul 1+ X + X3, gdsiti matricea generatoare
a unui cod DMS de lungime 7, pentru spatiul functiilor definit pe
S =GF(2*) \ {0}, cu baza:
(a) {X, X? X3}; (b) {1, X, X% X3, X1} (c) {X, X2 X3},
Aratati ca toate aceste coduri sunt ciclice. Determinati polinomul generator pentru
fiecare cod.

13.11 Fiind dat GF(23) construit cu 1 + X + X3, determinati pentru fiecare G(X)
reprezentarea Vg

(@) G(X)=X+aX? (b)) GX)=1+X2+X"

13.12 In aceleasi conditii din exercitiul precedent, determinati G(X) stiind valorile lui
Vg
(a) vg = alaa*0aba’a?; (b) vg = ata?aa’0a’l.

13.13 Folosind codul definit in Exemplul 18.7, decodificati mesajele:
(a) 1110111110 1101000111 11110 10100 10110 101000...0

(b) 11000 00000 01010 11111 11011 00000 10001 00101 0...0

(¢) 00000 10000 10000 10000 00101 10100 11101 0...0.
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Capitolul 14

Alte clase de coduri ciclice binare

14.1 Coduri Hamming ciclice
Sa consideram spatiul nul al matricii
H=1aad*...a" "),

unde o € GF(2P) este primitiv, deci n = ord(a) = 2P — 1.

Cum « poate fi considerat ca un vector coloana cu p componente, H este o matrice
pXx (2P —1) in care toate coloanele sunt distincte. Acesta este dupa cum se stie (Prelegerea
3) un cod Hamming (27 — 1,27 — p — 1) - construit insa ca un cod ciclic.

Exemplul 14.1 Fie o € GF(2%), a rdddcing a polinomului ireductibil 1 + X + X3, Am
vazut ca ord(a) =7, deci o este primitiv. Construim matricea
1001011
H=Nad*a*a’a®a®=10101110
0010111
FEa este matricea de control pentru un (7,4) - cod Hamming binar.
Deci codul studiat in Exemplul 3.1 (Prelegerea 3) poate fi tratat si ca un cod ciclic de
polinom generator h(X) =1+ X + X3.

Un cod Hamming binar ciclic se definegte cerand ca orice polinom - cod { f(X)} sa admita
ca radacina un element primitiv o € GF(2P). Generatorul unui asemenea cod este chiar
polinomul minimal al lui a: g(X) = m(X).

Deoarece si o? este radacind a polinoamelor - cod (Teorema 7.9), codul Hamming
binar ciclic este un caz particular de cod BCH cu d = 3, capabil sa corecteze o eroare.

Codificarea se realizeaza folosind un circuit liniar cu p = n—k elemente de inmagazinare
(vezi paragraful 5.4.2, Prelegerea 5), corespunzator polinomului minimal m(X'). Calculul
sindromului cuvantului receptionat {r(X)} — adicd rHT = r(a) se realizeaza folosind
acelagi circuit de impartire cu m(X). Acest sindrom - in cazul in care este nenul, deci
a intervenit o eroare simpla — este una din coloanele matricii H, adica una din valorile
1,a,02,..., 0" %

Pentru a afla care componenta a fost afectata de eroare, se poate folosi acelasi circuit
in felul urmator: neglijam intrarea si lasam circuitul sa functioneze, avand initial in
elementele de inmagazinare sindromul 7(«a/), care este de forma

167
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ol (0<j<2r—2).
La fiecare tact, circuitul inmulteste continutul elementelor de inmagazinare cu «; deci,
dupa n — j = 2 — 1 — j momente, in elementele de inmagazinare se obtine

; P_1—1 D __
IPEIT = =" =% =1 =(1,0,...,0).

Cum componentele cuvantului receptionat sunt scrise in ordinea descrescatoare a puterilor
(prima componenta este coeficientul termenului de rang maxim), inseamna ca va trebui
sa corectam componenta n — j din cuvant, inlocuind 0 cu 1 sau 1 cu 0.

Exemplul 14.2 Fie a € GF(2%), raddcing a polinomului 1 + X + X*. Codul Hamming
binar (15,11) obtinut folosind ca radacing pe o — deci de polinom generator g(X) =
1+ X + X*, are matricea de control

O~ O O
_ o O O
—__ 0 O
O = O =
_— 0 = O
O = ==
— = = O
—_ = = =
— = O
= =R

1
1
0
1

o O = O
OO = =
O = = O

Circuitul care realizeaza (in functie de necesitati) codificarea, calculul sindromului gi corec-
tarea erorilor simple este (vezi $i paragraful 5.4.2):

Intrare 2 AGEA F—(}% A D

Intrare 1 ——

_ - — — — 1

~F

Codificarea se obtine introducand la Intrarea 1 mesajul de informatie de lungime k, mesaj
considerat ca un polinom de gradul n — 1 cu primii coeficienti (corespunzatori termenilor
de rang mare) elementele mesajului informational si cu ultimii n — k coeficienti nuli.

La momentul initial in elementele de inmagazinare se afla numai 0, circuitul feedback
este inchis, iar circuitul spre canal este deschis. De asemenea, Intrarea 2 este ignorata.

Stmultan cu transmiterea pe canal, elementele de informatie se introduc gi in circuitul
liniar. Dupa k momente, aict se afla pozitiile de control.

In acest moment se decupleaza feedback-ul, se cupleaza legatura spre canal si se ignora
cele doua intrari. Timp de n — k tacti, elementele de control inmagazinate sunt trimise
pe canal, imediat dupa mesajul de informatie.

Pentru calculul sindromului: se neglijeaza canalul, se inchide feedback-ul, iar in ele-
mentele de inmagazinare se gaseste initial (0,0, ...,0). Cuvantul receptionat este introdus
prin Intrarea 2. Dupa n tacti, aici se va gasi r(a).

Pentru corectarea erorii: se neglijeaza cele doud intrari, se inchide feedback-ul si se
lasa sa functioneze circuitul pana cand in elementele de inmagazinare se obtine vectorul
(1,0,...,0). Numarul de tacti scursi da indicele componentei din mesajul receptionat,
care trebuie corectata prin complementare.
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Sa consideram spatiul nul al matricii
1 a o® ... o*?
H_<1 111 )
unde a € GF'(2P) este primitiv. H are p+ 1 linii si n = 2P — 1 coloane (pe prima coloana,
primele p pozitii formeaza vectorul 1 = P, iar pe a p + l-a pozitie se afla scalarul
1 € Z,). Codul obtinut este codul Hamming binar extins, capabil sa corecteze o eroare si
sa detecteze doua erori (vezi gi Algoritm B, Prelegerea 3).

Un asemenea cod se poate defini cerand ca orice cuvant - cod {f(X)} sa aiba ca
radacini « gi 1. Generatorul unui astfel de cod ciclic este g(X) = (1 + X)m(X), unde
m(X) este polinomul minimal al lui «.

Codificarea 1n acest caz se face — ca mai sus — folosind circuitul cun —k+1=p+1
elemente de inmagazinare. Pentru calculul sindromului cuvantului receptionat {r(X)} se
folosesc insa practic doua circuite: unul de iImpartire la m(X) (pentru calculul lui r(«))

si altul de impartire la 1 + X (pentru r(1)). Discutia este urméatoarea:

e Daca r(a) = r(1) = 0, atunci nu a intervenit nici o eroare (sau avem o eroare
nedetectabila);

e Daca r(a) # 0, r(1) # 0, avem o eroare simpla care se corecteaza cu circuitul de
impartire cu m(X), dupa procedeul descris in Exemplul 20.3;

e Daca r(a) #0, r(1) = 0, atunci au fost detectate doua erori.

Exemplul 14.3 Sa extindem codul Hamming binar din Ezemplul 20.3. Vom avea poli-

nomul generator
g X)=1+X)(1+X+XH)=14+X2+ X"+ X°
Circuitul liniar care codifica mesagele de informatie (de lungime k = 10) este:

P e e

] \ [

Sindromul se calculeaza cu ajutorul circuitului liniar de impartire cu polinomul
m(X)=1+X+ X*:

e e e

iar r(1) se obtine din circuitul de impartire la 1+ X :

—o]

Circuitul liniar construit pentru m(X) efectueaza si corectarea erorilor simple.
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14.2 Coduri Hamming ciclice nebinare

Am studiat codurile Hamming atat sub forma liniara, cat si ca un caz particular de coduri
Reed - Muller sau coduri ciclice. In aceastd ultima situatie, ele se pot implementa cu
ajutorul circuitelor liniare gi — fapt important — admit o varianta de generalizare naturala
la cazul nebinar.

Definitia 14.1 Fie o € GF(q") un element primitiv. Se defineste codul Hamming ciclic
C astfel:
{f(X)}eC <= f(X) are raddcina § = a?7".

sau — echivalent — C' are matricea de control H = (1 3 $%...8" ') unde n = ord(f3).

In cazul ¢ = 2 se obtine definitia codului Hamming binar.

Din
p1 1\ 2=t ¢ —1
Br=1= ()" = (") 7 rezultd n = T
q —

Se observa imediat ca H are un numar maxim de coloane distincte gi nenule.
Propozitia 14.1 (n,q — 1) =1 daca $i numai daca (p,q—1) = 1.
Demonstratie: Din g —1|¢/ —1 (1 < j <p) rezultd ¢ = (¢ — 1)s; + 1. Deci

P 1
"o qq—l = T gl = (= D(sp1 . s1) Fp
si atunci
(pg—1)=1 <= (n,q—1)=1. q.e.d.

Teorema 14.1 Spatiul nul al matricii H = (1 8 3%... 8" 1) unde = o971,
p _
n = q—l si a« € GF(qP) primitiv, are distanta minima d > 3 dacd §i numai dacd

(n,g—1)=1.

Demonstratie: 7<=": Sa presupunem ca exista doua coloane liniar dependente in ma-
tricea H. Deci ' = af}? cu a € Z,, adica 87 = a.

Elementele nenule din Z, sunt radacinile ecuatiei X%' — 1 = 0 (Teorema 7.3).
Mai mult, ele sunt chiar primele ¢ — 1 puteri ale lui a”. intr—adevér, pentru orice
s=0,1,...,9g — 2 avem

(am)t = (1) =1° = 1.

Deci pentru orice a € Z, \ {0} exista s (0 < s < ¢—1) cu a = a™. Se poate scrie
atunci 777 = o™, adicd oD@ =™ = (i—j)(g—1) = ns.

Dar s < g — liar (n,q — 1) =1, deci i = j, de unde rezultid a = 1, 8" = 3/, imposibil
pentru ca toate coloanele lui H sunt distincte. Rezulta ca orice doua coloane din H sunt
liniar independente, adica (Teorema 2.4) d > 3.

"=—": Daca ¢ — 1 si n nu sunt prime intre ele, atunci ecuatia anterioara admite o
solutie cu 7 # j; deci exista doua coloane distincte liniar dependente 5* si 47 in matricea
H, ceea ce contrazice faptul ca d > 3. q.e.d.

Pentru operatia de codificare se foloseste circuitul de impartire cu polinomul minimal
m(X) al lui § (care aici este chiar polinomul generator al codului Hamming ciclic C).
Acelasi circuit va calcula sindromul r(5) al polinomului receptionat {r(X)}.
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In cazul in care a intervenit o eroare, () este de forma b3’ (eroarea b a aparut
pe pozitia 47). Functionarea secventiala a circuitului liniar (ignorand intrarea) revine la
inmultirea succesiva cu . Deci, dupa n — j tacti, in elementele de inmagazinare se obtine
vectorul (b0 ... 0). Atunci, din componenta n — j a cuvantului receptionat se va scadea
eroarea b. De observat ca — deoarece coloanele lui H sunt nenule si distincte — primul tact
in care se obtine un vector cu toate componentele nule inafara de prima, este n — j.

Exemplul 14.4 Sa consideram p = q = 3 (astfel, (m,q — 1) = 1). Folosind radacina
a a polinomului primitiv 1 + 2X + X3 vom genera extensia GF(3%). Fie B = a% ! =
o2, Deoarece 0’1 = a® = 1, avem ord(8) = 13, deci n = 13. Pentru a construi
polinomul minimal m(X) al lui 5, sa observam (Sectiunea 7.3) ca el are ca radacini
a? ab gial® (o = a?). Deci m(X) = a+bX + cX?+ X3. Pundnd conditia m(a?) =
a+ ba? + ca* + ab = 0, obtinem ecuatia matriciald:

1 0 0 1 0
al O | +b| 0 | +c| 2 + 1 = 0
0 1 1 1 0

=2+ X+ X2+ X3
enerator g(X) = m(X) =2+ X + X% + X3 are

cu solutia a =2, b=c=1. Deci m(X
Codul Hamming ciclic de polinom
matricea de control

~—

=

1001202011121
H=1d*a*...a*)=[ 0021010222121
0111211001202
Am definit astfel (13,10) - codul Hamming ternar, evocat in Exemplul 3.5 relativ la

Problema Pronosportulus.
Sa consideram mesajul de informatie 0120120120. Pentru operatia de codificare se va
folosi circuitul (pentru detalii, a se revedea sectiunea 5.4.2):

0210210210

(s-a tinut cont ca se lucreazd in Zs, deci —1 = 2, =2 = 1). In primii 10 tacti de
functionare, bitii de informatie sunt trimisi pe canal si — simultan — intra in circuitul
liniar, a carui functionare este (pe prima coloand se afla informatia, iar pe celelalte trei
— confinuturile elementelor de inmagazinare):

0(0 0 0 212 1 2
111 2 2 012 0 2
211 01 110 2 0
01 0 2 21210
110 1 0 0/0 2 1

In elementele de inmagazinare au ramas caracterele de control 021. Ele sunt trimise
prin canal la tactic 11 — 13 de la dreapta spre stanga, cu semn schimbat: in ordine —1 =
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2, =2 =1, =0 = 0. Deci cuvantul - cod transmis a fost a = 0120120120210. Se verifica
imediat ca aH' = 0.

La receptie, primele 10 caractere sunt cele de informatie. Pentru a verifica daca au
aparut sau nu erori, se foloseste acelasi circuit, dar cu alta intrare:

0120210210210

Functionarea acestui circuit lintar timp de 13 tacti, este data de tabelul:

000 01 2 0
0(0 0 0 111 1 2
1/1 0 0 211 2 2
21210 02 2 0
0(0 2 1 212 2 2
112 2 1 110 0 0
210 11 00 0 0

Sindromul a(a?) obtinut este 000, deci nu a apdrut nici o eroare.

Daca s-ar fi receptionat insa cuvantul a’ = 0120120100210, dupa functionarea circuit-
ului timp de 13 tacti s-ar fi ajuns in elementele de inmagazinare la 220. Cum acesta este
nenul, circuitul se lasd sa functioneze in continuare, ignorand intrarea, pand se ajunge la
un sindrom de forma b00 cu b # 0. Mai exact, functionarea circuitului va fi (pe prima
coloana se numard tactii):

012 2 0 511 0 1
110 2 2 6|1 0 2
21210 712 21
310 2 1 81 11
411 2 1 91 0 0

Deci, dupa 9 tacti s-a ajuns la 100. Corectia se face astfel: din componenta a 9 - a a
cuvantului receptionat se scade b =1, obtinandu-se 0 — 1 = 2 (mod 3).

Observatia 14.1 Definitia codurilor Hamming ciclice nebinare nu este echivalenta cu
cea a codurilor Hamming nebinare data in Sectiunea 3.1.1. De exemplu, codul (dat in
Exemplul 3.4) cu matricea de control

01 11
H= ( 1 01 2 )
este un (4,2) - cod Hamming ternar. El confine 9 cuvinte
{(0000, 1012, 2021, 0111, 1120, 2102, 0222, 1201, 2210)},
care — evident — nu formeaza un cod ciclic.

Deci intre cele doua definitii ale codurilor Hamming nebinare (liniare gi ciclice) exista
doar o relatie de incluziune stricta (orice cod Hamming ciclic este un cod Hamming liniar).
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14.3 Coduri Goppa

Aceasta clasa de coduri a fost introdusa de Goppa in 1970. Desi in general sunt coduri
neciclice, ele constituie o generalizare a codurilor BCH si formeaza o punte intre teoria
codurilor si criptografie. Din acest motive, prezentarea lor este deosebit de utila.

Fie ¢ un numar prim si g(X) € Z,[X]. Daca a € Z, este un element cu proprietatea
g(a) # 0, vom nota

L o))
Propozitia 14.2 In algebra polinoamelor din Z,[X] modulo g(X), polinomul e 1_ - este
wversul lui X — a.
Demonstratie: Faptul ca ~_ este polinom se verifica imediat. Pe de-alta parte,
(X —a) ﬁ = [9(a) = g(X)]g(a) ™" =1 = g(a)"'g(X) =1 (mod g(X)). q.e.d.

Definitia 14.2 Un cod Goppa de lungime n peste Z, este determinat prin:
1. Un polinom g(X) € Z,[X] de grad t (t > 2) definit peste o extensie GF(q™) a lui
Zg;
2. aj,as,...,a, € GF(¢™) cug(a) #0 (1 <i<n).

U;

=0.
X—ai

Codul contine toate cuvintele v.= v1vy...v, € Z;‘ pentru care Z
i=1
Teorema 14.2 Codul Goppa contine numai cuvintele v.= vivs ... v, pentru care
> vigla)la =0 (0<s<t—1)
i=1

unde t = grad(g(X)).

Demonstratie: Sa explicitam polinomul e . Daca g(X) =go+n X +...+9:X" (g #
—a

0), atunci pentru orice a € GF(¢™) cu g(a) # 0, are loc descompunerea

X)—g(a _ _ _ _
—g( )g_z( ) = g X" 1+(agt+9t—1)Xt 2+(a29t+agt—1 + gr2) X" 3+---+(at g, +

a" g1+t g1).
t

este —g(a)™ Z a'g;.

Jj=p

1
Deci coeficientul lui X?~! (1 < p < t) in polinomul e
Ecuatia caracteristica a codurilor Goppa .
) a3 2

i=1 g

= 0 implica faptul ca toti coeficientii

lui X~ (1 < p <t) sunt nuli. Deci

n

t
D vigla)™ > a' g =0, (1<p<t).
J=p

=1
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Cazul p = t conduce la thvig(ai)’l = 0 si — deoarece g, # 0 — se obtine
i=1

vig(a;) ™' = 0.
=1

Din cazul p = t — 1 se obtine g, Z vig(a;) " tag+ gi_1 Z v;g(a;)”" = 0. Cum a doua sums

i=1 i=1
este zero, iar g; # 0, va rezulta Zvig(ai)’lai =0 s.a.m.d.
i=1
Am obtinut echivalenta
n v; n .
;X—al =0 ;vig(ai) a*=0 (0<s<t-—1)

Corolarul 14.1 Codul Goppa determinat de un polinom g(X) de gradul t are matricea
de control

1 1 1 1
gla1) g(a2) g(az) " glan)

a1 a2 as an
H— gla1) gla2) glaz) " glan)
at-1  ab7? aé'_l al !
gla1) g(a2) g(az) " glan)

Demonstratie: Este lasata ca exercitiu.

Exemplul 14.5 Polinomul 1 + X + X3 € Zy[X] este ireductibil. Fie a o rdddcind a sa,
cu agutorul cdreia se genereazd extensia GF(23). Dacd alegem g(X) = 1+ X + X? i
drept elemente a; cele 8 componente ale lui GF(23), vom obtine un cod Goppa de lungime
8, cu matricea de control

1 1 1 1
H_<mﬁ@”' 9(0%6)>_<11042 ot @ a aa4>_
o 1 a o - 3 6 5 5 .6 .3 | =
O@@"'y(oﬁ) 01 o & & o o «
1100 0000
00010111
100111001
101111111
001 01101
00011110

Acest cod este format din numai patru cuvinte:
{00000000, 00111111, 11001011, 11110100}.

El are distanta minimd 5; s-a obtinut deci un (8,2) - cod binar corector de doud erori.
De remarcat ca acesta nu este un cod ciclic.
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Observatia 14.2 Sa consideram un cod BCH definit prin radacinile
Q™ qmotl o qmotd=2
unde o € GF(¢q™) are ordinul n. Acest cod se poate scrie ca un cod Goppa astfel: se
ia polinomul g(X) = X042 & elementele a°, ™!, ..., a~ "V, Vom avea pentru orice

1=0,1,...,d—=2sp=0,1,...,n—1:

(Oéip)i p\mo+d—2—i mo+d—2—i\p
Tarymoraz — (@) = (a )

Pe baza aceasta, codul Goppa rezultat are matricea de control

1 am0+d—2 am0+d—2)2 o (am0+d—2)n—1
1 amo+d73 (am0+d73)2 L (amoerfS)nfl
H =
mo ﬂ'io 2 mo\n—1
1 « (amo) oo (a™)

care coincide cu matricea de control a codului BCH considerat, in care s-a efectuat o
wmversare a lingilor.

Se poate arata (Van Lint) ca singurele coduri Goppa ciclice sunt codurile BCH.

Propozitia 14.3 Codul Goppa binar de lungime n, determinat de un polinom de grad t
peste GE(2™) are k > n — mt simboluri de informatie si distanta minima >t + 1.

Demonstratie: Matricea de control a codului Goppa are ¢ linii in GF(2™), deci mt linii
scrise in binar. Rezulta ca numarul n — k£ de simboluri de control este cel mult mt :
n—k < mt.

Pe de-alta parte, se arata usor ca orice combinatie liniara de ¢ coloane din H este liniar
independenta. q.e.d.

Definitia 14.3 Fie g(X) un polinom ireductibil peste GF(q™). Codul Goppa determinat
de g(X) si de toate elementele lui GF(q™) se numeste ireductibil.

Ideea de ”ireductibil” este similara codurilor ciclice ireductibile: un cod Goppa ireductibil
nu are subcoduri Goppa proprii.

Codul prezentat in Exemplul 17.3 este un cod Goppa ireductibil. Despre codurile
Goppa ireductibile se poate prezenta urmatorul rezultat:

Teorema 14.3 Un cod Goppa binar ireductibil, determinat de un polinom de gradul t
poate corecta cel putin t erori independente.

Pentru demonstratie va trebui sa facem o constructie suplimentara.

Definitia 14.4 Derivata formala a polinomului a(X) = ag + a1 X + ... + a, X" este
definita prin a/(X) = a; + 2a2X + 3a3X* + ... + na, X" .

Lema 14.1 Pentru derivata formala sunt adevarate egalitat ile:

1. (a(X)+b(X)) =d(X)+V(X);
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2. (a(X)b(X)) =d(X)b(X) + a(X)V'(X)
Demonstratie: Exercitiu.

Lema 14.2 Intr-un corp de caracteristica 2 derivata formald a unui polinom este un
patrat perfect.

Demonstratie: Deoarece pentru n par, (X") = nX""! = 0, derivata formald a unui
polinom va avea numai puteri pare. Cum fiecare coeficient se poate scrie ca un patrat
perfect (se lucreaza intr-un corp de caracteristica 2), avem f'(X) = fE+ fa X2+ f2X*+. ..
gi, dacd se ia g(X) = fo + foX + 1 X%+ ..., avem f'(X) = ¢*(X). q.e.d.

Sa revenim acum la Demonstratia Teoremei 20.2: Fie g(X) € Zy[X] un polinom
ireductibil de grad t (t > 2) peste GF(2™) = {aj,as,...,a,} (n = 2™), « o radacina
alui g (g(a) = 0) si v = v1v3...v, un cuvant al codului Goppa, w(v) = s. Notam

Viy, Vigy - - -, Vi, bitil egali cu 1 din v.
n S

A Vj 1
Deoarece v este cuvant - cod, avem E = g =0
,1X—ai le—aik
1= —

Polinomul f(X) = (X —a;,)(X —aj,) ... (X —a;,) nu este divizibil cu g(X) (deoarece
g(X) este ireductibil de grad ¢). Rezulta ca, in algebra claselor de resturi Z»[X]/g(X),
f(a) # 0 (Teorema 4.1) deci admite invers. In consecinta, exista un polinom 7(X) cu

{f(@)H{r(a)} = 1.

Sa calculam derivata formala f'(X) =

Facand X = « s inmultind

X

relatia cu (), obtinem

() r(eyy = Y VIO 57 L g oa ).
=1 (0% aip — « aip

Aceasta inseamna ca f/'(X)r(X) este divizibil cu g(X). Cum g(X) este ireductibil si
nu divide r(X) (deoarece r(a) # 0), rezulta g(X)|f'(X).

Deoarece suntem intr-un corp de caracteristica 2, conform Lemei 15.1 derivata formala
este un patrat perfect: f/(X) = h%(X). Din faptul ci g(X) este divizor ireductibil al lui
h2(X) rezultd g(X)|h(X).

Deci g*(X)[1*(X) = f'(X).

Se stie ca grad(f'(X)) =s—1sgi s > 1; deci grad(f'(X)) > grad(h*(X)), adica

s—1>2t.
Cum ponderea oricarui cuvant - cod este > 2t+1, rezulta ca distanta minima a codului
este cel putin 2t 4+ 1, deci codul corecteaza sigur ¢ erori independente. q.e.d.

Exemplul 14.6 Sd consideram GF(23) generat de o raddcing a lui g(X) =1+ X + X3.
Deoarece g(X) are 3 rdaddcini in GF(2?), el nu va avea nici o raddcind in corpul GF(2°)
(GF(2°) nu este o extensie a lui GF(2%)), deci aici g(X) este ireductibil.

Codul Goppa ireductibil corespunzator aren = 32, k> 32—-5-3 =17, d > 7; deci
este un (32,17) - cod corector de 3 erori.
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Decodificarea codurilor Goppa se face in maniera similara decodificarii codurilor BCH.
Astfel, fie C' un cod Goppa definit de g(X) € Z,[X] (grad(g(X)) =1t), si a1,...,an €
GF(q™); consideram v = vyv;...v,_1 un cuvant - cod si r = rory...r,_; cuvantul
receptionat dupa transmiterea lui v.

Vom nota cue =r —v = ege; ... e, 1 secventa - eroare.

Pentru /2 < w(e) < t se poate folosi un algoritm din cei uzuali. In practici insa t =
grad(g(X)) este mare si exista algoritmi eficienti de decodificare pentru cazul w(e) < t/2.
Un astfel de algoritm vom construi mai jos.

Fie M = {i | e; # 0}, card(M) = j < t/2; consideram sindromul polinomial

n—1

6.
{s(X )}—ZX_ (mod g(X)).
=0
De remarcat ca {s(X)} se poate determina prin calcul la primirea cuvantului r. Se
definesc polinoamele o(X) (de localizare a erorii) si w(X) prin

o(X)=[][(X—a), wX)=> e J] (X-a

ieM €M keM\{i}

Din definitie rezultéAcé o(X) si w(X) sunt prime intre ele. In plus, grad(c(X)) =
J, grad(w(X)) < j. Intre ele exista relatia

{s(X)Ho(X)} = Z X [T —a) ={w(X)} (mod g(X)). (1)
€M

- o(X) st w(X) sunt pohnoamele normate de grad minim care verifica relatiile de sus.
Intr-adevar, sa presupunem ca exista o1(X) un polinom nenul normat de grad < j si

w1 (X) polinomul corespunzator, astfel ca

l

{s(X)Ho(X)} ={wn(X)}  (mod g(X))

Fie d(X) = emmdc(s(X), g(X)). Din relatiile
s(X)o(X) = a(X)g(X) +w(X),  s(X)o1(X) = b(X)g(X) + wi(X),
rezulta ca d(X) va divide si polinoamele w(X), w;(X). Deci,

RN
(-0 ()

S0 | {2 (X)o(X) —w(X)n (X)) _
{dm} (X)) =0 (mod g(X)).

Deci {w1(X)o(X) — w(X)o1(X)} = 0 (mod g(X)). Deoarece polinomul din mem-
brul stang are grad mai mic decat ¢, rezulta ca membrul stang este 0. Apoi, cum
emmde(o(X),w(X)) = 1, deducem o(X)|o1(X) — ceea ce contrazice faptul ca grad(o, (X)) <
grad(o(X)) si {on(X)} 2 0.

Rezumand, procedeul de decodificare rapida a mesajelor la codurile Goppa are loc
astfel:

sau
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1. Din mesajul receptionat r se calculeaza sindromul s(X);

2. Se determina polinomul normat o(X) de grad minim < ¢/2 care verifica
relatia (1) (un algoritm eficient a fost dat de Berlekamp).

Din rezolvarea ecuatiei o(X) = 0 se afla locatiile erorilor;
3. Se determina e; (i € M) din relatiile w(a;) = e; H (a; — aj).
jeM\{i}

Pe baza acestor valori se construiegte secventa - eroare e;

4. Cuvantul decodificat este v =r —e.

14.4 Exercitii

14.1 Sa se construiasca matricea generatoare a (13,10) - codului Hamming ternar din
Ezxemplul 14.4.

14.2 In codul din Exemplul 14.4 sa se codifice mesajele de informatie:
(a) 1122002211 (b) 0000111122 (c) 1020012210
(d) 2200211101 (e) 2222222222 (f) 0000000000

14.3 Sa se construiasca toate codurile Hamming peste Zs si Zs.
14.4 Demonstrati Corolarul 15.1
14.5 Demontrati Lema 14.1

2t
1 o
14.6 Pentru g(X) = X* ardtafi ca => a’Xx
entru g(X) aratali cd % 2. a

14.7 Gasiti distanta minimd a codului Goppa binar determinat de g(X) =1+ X? si de
elementele 0, ,a® € GF(2?).

14.8 Polinomul generator este g(X) = 1+ X? iar parametrii sunt cele 15 elemente
nenule ale extensiei GF(2%), generatd de raddcina polinomului 1 + X + X*. Analizati
codul Goppa binar astfel construit.

14.9 Gasiti o matrice de control a (16, 8) - codului Goppa binar ireductibil, dat de g(X) =
a®+ X 4+ X2, unde o € GF(2*) este primitiv.

14.10 Sd se construiascd codul Goppa ireductibil peste GF(2%), cu g(X) =1+ X + X3.
Sa se determine matricea de control si matricea generatoare.
Care este distanta minima a codului ¢

14.11 Folosind codul construit anterior, sa se decodifice (folosind algoritmi de coduri
liniare) cuvintele:
0110110010011110; 0111011001000000; 1011110101100100;
1111111111111111; 1011011111001011;  1010010110000010.

14.12 Pentru acelasi cod Goppa binar ireductibil, sa se decodifice cuvintele
0101100101111001; 1100101100110100; 0001100010010110
folosind algoritmul rapid specific.

14.13 Verificati cd polinomul 1 + X + X? este ireductibil in GF(2°). Determinati
parametrii si matricea de control a codului Goppa ireductibil corespunzator.



Capitolul 15

Coduri Preparata

In 1968 Preparata a introdus o clasa de coduri neliniare corectoare de doua erori, care
s-au dovedit foarte interesante prin proprietatile si prin legaturile pe care le au cu diverse
alte coduri deja studiate. Ele sunt o combinatie intre codurile Reed - Muller si codurile
BCH corectoare de doua erori. Definitia pe care o vom folosi apartine lui Baker i permite
o abordare mai simpla a algoritmilor de codificare/decodificare.

15.1 Definirea codurilor Preparata extinse

Sa revenim la modalitatea de marcare a pozitiilor cuvintelor de lungime 2" folosind el-
ementele lui GF(2"), asa cum s-a definit in algoritmul de decodificare Peterson pentru
codurile BCH. Deci:
Fie » > 2 un numadr intreg, o« € GF(2") primitiv, si U C GF(2"); se noteaza x(U)

cuvantul de lungime 2" definit prin

1 pe pozitia i dacd o' € U (0 <4 < 2" —2),

1 pe pozitia 2" — 1 daca 0 € U,

0 in rest.

Exemplul 15.1 Fie a € GF(23) primitiv. Atunci

x({0}) = 00000001
x({a?, 0% a®}) = 00100110
x(®) = 00000000.

Se definesc in mod natural operatiile:
U+p={u+BlueU}, BU={PulueU},
UAV ={uluce UUV,ugUNV}, UV CGF(2"), p € GF(2").
Se verifica ugor relatiile
X(U) +x(V) =x(UAV),  w(x(U)) = card(U). (1)

Exemplul 15.2 Fie GF(2%) construit folosind raddcina (primitivd) o a polinomului 1+
X + X3, si multimile U = {a?,a°,a%}, V = {a® 0}. Atunci
U+a?={a*+a*a’+a*a’ +a?} ={0,0° a’},
U = {a?a?, a*a®, a?ab} = {a*,a, a},
() + x(V) = 00100110 + 00000101 = 00100011 = y({a?, a®, 0}) = Y(UAV).

179
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Definitia 15.1 Fie r > 2 un numdar impar. Codul extins Preparata P(r) este mul-timea
cuvintelor de forma x(U)x (V) unde U,V C GF(2") verifica conditiile

1. card(U), card(V) sunt numere pare;

2. Zu:Zv;

uelU veV
3
3. E u3+<§ u) :E V3.
uelU uelU veV

Pentru usurinta vom nota cuvintele - cod cu [x(U), x(V)] (vezi si codul Golay).

Exemplul 15.3 In ipotezele din Exemplul 19.5, si consideram U = {a, a2, a?,0},
V = {a% a,a? a3 a% 0}. Prima conditie din definitie este verificatd. Pentru a doua
conditie avem:

Y u=a+a’+a”+0=010+ 001+ 111+ 000 = 100 = o,

uelU

d v=a"+a+a’+a’+a%+0=100+ 010+ 001 + 110 + 101 + 000 = 100 = a”.

veV
A treia conditie este si ea verificata deoarece

> =0’ +af +a+0=110+ 101 + 010 + 000 = 001 = o”,
ueU
v=a"+a*+a’+a?+a*+0=100+ 110+ 101 + 001 + 011 + 000 = 101 = "

veV
si a? + (a¥)? = ab.
Deci [x(U), x(V)] = 01100101 11110011 este cuvint - cod in P(3).

Observatii:
e Deoarece card(x(U)) = card(x(V)) = 2", P(r) este un cod de lungime 2"

e Faptul ca 0 este sau nu un element al multimilor U sau V' nu afecteaza cu nimic
conditiile 2 si 3 din Definitia 15.1. Acest element se introduce in cele doua multimi
numai pentru a asigura prima conditie din definitie. Rezulta ca bitii de pe pozitia
2" — 1 din x(U) si x(V) sunt biti de paritate (ceea ce justifica termenul de cod
Preparata extins).

e Exponentul '3’ din Definitia 15.1 nu este esential. Daca el se inlocuieste cu s = 2t +1
astfel ca aplicatiile f,g : GF(2") — GF(2"), f(z) = z°, g(z) = 2572 sa fie
bijective, toate proprietatile se pastreaza.

Aceste coduri se numesc Coduri Preparata generalizate.

Lema 15.1 Fie [x(U),x(V)],[x(A),x(B)] € P(r) si = Zu

Atunci [x(UAA+ B),x(VAB)| € P(r). <

Demonstratie: Vom arata ca noul cuvant construit verifica conditiile din Definitia 15.1.
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1. Deoarece card(U),card(V'), card(A), card(B) sunt pare, se arata usgor ca:
card(VAB) = card(V') + card(B) — 2 - card(V N B),
card(UAA + B) = card(UAA) = card(U) + card(A) — 2 - card(U N A).

2. Sa observam intai ca daca I,J C GF(2"), avem Z T = Zx + Zw deoarece
A z€IAJ zel xzeJ
orice element o* € I'NJ apare de doua ori in membrul drept si niciodata in membrul

stang, iar o' + o = 0. Deci:

Z T = Z (y+5) = Z y+ 0 card(UAA) Zy+z+0 (deoarece

zeUAA+S yeUAA yeUAA yeU yeA
card(UAA) este par) Z Y+ Z Yy = Z Y.
yev yeB yeVAB
3 3
3. Z x3+< Z x) = Z(y+5)3+<z y) =
2€UAA+B 2€UAA+B yeUAA YyEVAB
=> (W+B)P*+> (y+p)° (Zy+2y> = P HBY S+ u+
yelU yeA yeVv yeB yelU yelU yelU
Beard(U —i—Zy +52y +522y+ﬁ?’card

yeA yeA yeA

(50 () (52)+ (2 @)2%;03

2
Dar 8 = Zy = Zy, <Z y) = Zyz, iar card(U), card(V') sunt pare. Deci

yeU yev yevV yev
expresia de sus se reduce la

LS WD

yev yeB yeVAB

Definitia 15.2 Un cod C' este invariant la distanta daca pentru orice cq,co € C', are loc
relatia
Vio<i<n, card{aldla,c1)="1})=card({a|d(a,c)=1}).

Exemple simple de coduri invariante la distanta sunt codurile liniare.

Ca o consecinta imediata, pentru un cod invariant la distanta care contine cuvantul
nul, distanta minima este ponderea minima a unui cuvant - cod nenul.

Vom arata in continuare ca un cod Preparata are aceasta proprietate.

Lema 15.2 P(r) este invariant la distania.

Demonstratie: Fie [x(U), x(V)], [x(A), x(B)] € P(r) arbitrare aflate la distanta ¢ unul
de altul. Conform Lemei 15.1, [x(UAU + ), x(VAV)], [x(UAA+ ), x(VAB)] sunt de
asemenea cuvinte - cod si se verifica usor ca ele se afla la distanta . Deoarece UAU = ()

rezulta [y (UAU + B), x(VAV)] =0, deci [x(UAA) + 3), x(VAB)] are pondere i. O
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Lema 15.3 Fie [x(U),x(V)] € P(r). Atunci P(r) mai confine urmatoarele cuvinte:
(). x(V), x(U)};
(i7).  [x(U+ B),x(V + B)] pentru orice f € GF(2");
(1ii).  [x(BU), x(BV)] pentru orice 5 € GF(2"), 5 # 0.

Demonstratie: Se rezolva similar demonstratiei de la Lema 15.1. U

Exemplul 15.4 Conform Ezemplului 17.3, [x(U),x(V)] € P(3), unde
U={a,a? a® 0}, V={aa,a? a3 ab 0}
Conform Lemei 15.3 in care se ia 3 = o2, vom mai gdsi drept cuvinte - cod si pe
[x(V),x(U)] = 11110011 01100101,
[X(U + 5)7 X(V + B)] - [X({aoa a57 042, ag})a X({av 0507 a57 0, a47 ag})] -
= 10110100 11011101,
[X(BU)v X(Bv)] - [X({O{47 Oé5, «, O})v X({agv a47 045, a67 azv 0}>] =
= 01001101 00111111.

Putem folosi Lema 15.3 pentru a simplifica problema determinarii distantei mini-me
a lui P(r). Pentru aceasta insa, este nevoie de un rezultat suplimentar (care justifica
conditia ca r sa fie impar).

Lema 15.4 Fie o € GF(2") primitiv. Atunci o® este primitiv dacd v este impar $i nu
este primitiv daca r este par.

Demonstratie: Se stie cd o' este primitiv dacd si numai dacd (7,2" — 1) = 1. Avem
2"—1=(3-1"—1= M3+ (—1)"—1; deci pentru r impar 2" —1 = M3 -2 = M3+1,
ceea ce inseamna ca a® este primitiv. Similar, pentru r par, 2" —1 = M3, deci o nu este
primitiv. O]

Corolarul 15.1 Daca r > 2 este un numar impar, atunci pentru orice x € GF(2")\ {0}
existd y unic (numit raddcina cubicd a lui x) astfel ca y® = x.

Teorema 15.1 P(r) are distanta minimad t = 6.

Demonstratie: Deoarece P(r) este invariant la distanta, el va contine un cuvant - cod
[x(U), x(V)] de pondere t. Deci
t =w(x(U)) +w(x(V)) =card(U) + card(V).
Rezulta ca t este numar par; mai trebuie verificat ca t # 2, ¢t # 4 si exista un cuvant
- cod de pondere 6.
Sa presupunem t = 2; atunci card(U) = 2, card(V)

= 0 (Lema 15.3 asigura ca
totul se poate reduce la acest caz). Folosind tot Lema 15.3, (

i1), putem presupune ca

U = {0,x} cu x # 0. Dar atunci Zu = 0+ x = x, ceea ce duce la o contrazicere a

uelU
definitiei codurilor Preparata, pentru ca V = ().

Sa presupunem ¢ = 4. Cu Lema 15.3, (i) aceasta inseamna card(U) = 4,
card(V) = 0 sau card(U) = card(V) = 2. In primul caz avem U = {0,x,y,z} cu
x,y,z # 0 si distincte. Ultima conditie a definitiei codurilor Preparata este:

0 +x34+y>+23+(0+x+y+2z)°=0sau(x+y)x+2z)(y+2z) =0

ceea ce este imposibil, cele trei numere fiind distincte si nenule.
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In a doua variantd, se poate considera U = {0,x}, V = {y,z}, toate cele patru
elemente fiind distincte. Din definitie rezulta

0+x*+(0+x)P=y*+2z°sauy®+2°>=0.

Folosind acum Corolarul 15.1, din y3 = z3 rezulta y = z, contradictie.

Sa construim acum un cuvant - cod de pondere ¢ = 6. Fie x,y,z € GF(2") ele-
mente distincte nenule. Exista atunci (Corolarul 15.1) un element v € GF(2") unic cu
v3 =x3 +y3 + 2% Daciv = x, atunci v® = x3 deci y = z3, ceea ce duce la contradictia
y = z. Deci v este distinct de x,y, z.

Definim u = v+ x +y + z. Se observa ca u # 0 (altfel

Vit (x+y+2)°=(x+y)x+z)(y+z) #0

deci - cu Corolarul 15.1 - v # x +y + z). Fieacum U = {0,u}, V = {v,x,y,z}. Din
constructie, cum toate elementele sunt distincte, [x(U), x(V')] este un cuvant de pondere
6 si se verifica ugor ca este cuvant - cod. O

Exemplul 15.5 Sd consideram GF(23) construit anterior. Fie elementele
Xx=a,y=a’ z=a. Definim
vi=x3+y3+23 =03+’ +a® =110+ 001 + 100 = o' = (af)?
(deoarece a” = 1), deci se poate lua v = o®. Mai departe,
u=v+t+x+tyt+z=a+a+a®+a’=a' Acum, U= {0,u} = {0,a'},
V ={v,x,y,z} = {ab a,a® a’} si se obtine [x(U),x(V)] = 00001001 01010110 care
este un cuvant cod din P(3) de pondere 6.

Teorema 15.2 Codul Preparata nu este cod liniar.

Demonstratie: Dupa cum se stie, [x(U), x(V)] + [x(A4), x(B)] = [x(UAA), x(VAB)]. Din
demonstratia Teoremei 20.5 am vazut cum se pot construi cuvintele - cod [x(U), x(V)], [x(A), x(B)] €
P(r)cuU ={0,u1}, V ={x1,y1,21,v1},
A ={0,uz}, B = {x2,y2,22,va}. Conform Lemei 15.1,
= [X(UAA+u;1),x(VAB)] € P(r). Facem urmatoarele observatii:
card(UAA +uy) < 2;
d(c, [x(UAA),x(VAB)]) <2-card(UAA +u;) < 4;
P(r) are distanta minima 6.
Din ele rezulta ca [x(U), x(V)] + [x(A), x(B)] & P(r).
Deci P(r) nu este cod liniar. O

Ca o consecinta a acestei teoreme, nu se poate da nici o dimensiune pentru P(r), deci
se pare ca nu se poate determina numarul de cuvinte - cod. Vom reusi totusi acest lucru
ca o consecinta a schemei de codificare.

15.2 Codificarea codurilor Preparata extinse

Fie « € GF(2") primitiv si sa consideram codul BCH de polinom generator g(X) =
my(X)ms(X) unde m;(X) este polinomul minimal al lui o ( = 1, 3). Dupa cum se stie,
grad(my (X)) = grad(ms(X)) = r, deci grad(g(X)) = 2r. Codul BCH astfel definit poate
corecta maxim 2 erori gi are matricea de control (transpusa):
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a’ al

al a’

- a2 ab
a2 2 32" -2)

Deoarece g(X) genereaza un cod ciclic, rezulta ca orice submatrice a lui H formata din 2r
linii consecutive este nesingulara, deci inversabila. Se defineste matricea A ca submatrice
a lui H formata din ultimele 2r linii, i H" matricea ramasa prin stergerea lui A.

Exemplul 15.6 In extensia GF(2%) generatd de rdaddcina o a polinomului 1+ X + X
vom avea

a o 010 110 001 011
a2 af 001 101 111 010
o a2 110 001 » 011 101
A= o [ =] 011 111 co AT =1110 100
o5« 111 010 101 110
b af 101 011 111 001

Pentru GF(2°) generatd de raddcina o a polinomului 1+ X? + X° avem

00011 01000 00111 00010

10101 00001 00011 10001

11110 00101 10011 00011

a*t o 01111 10001 11011 01010

Ao | @ o™ | | o1 oo11t v a-1_ | 01101 10101
L 11101 11011 10101 11001
PECIIN 11010 01100 00110 11111

01101 10101 11001 01110

10010 10011 11000 00111

01001 01101 10001 10100

Fie a = [ar, ar] un cuvant binar oarecare de lungime 2r+tl — 29 — 2 unde
lap,| = 2" — 1, |ar| =2" — 2r — 1. In notatie polinomiala putem scrie
apH = [ar(a),ar(e®)], arH' = |ar(a),ar(a?)].
Se mai defineste
ve = [ar(@) + ar(a), ar(0®) + (aL(@))’ + ar(a®)] A7 (2)

Teorema 15.3 Fie r un numdr impar. Pentru orice cuvant binar a de lungime 27! —
2r—2, daca x(U) = [a, pr], x(V) = [ar, VR, Pr| unde pr, pr sunt bitii de control pentru
ay, respectiv [ar, vw)|, atunci [x(U),x(V)] € P(r).

Demonstratie:  [ar, vR]H = arH' + vrA = [ar(a), ar(a®)] + [ar(a) + ar(a),
ar(o?) + (ar(a))’ + ar(a®)] = [ar(a), ar(e?) + (ar(a))?].

Dar [ag, VR| = Z Z , ap(a) = Zu, ar(a®) + (ap(a))? = Zu3+ (Z u) :

veV veV uelU uelU uelU
ceea ce verifica conditiile din Definitia 15.1.

Deci [x(U), x(V)] este cuvant - cod in P(r). O
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Corolarul 15.2 P(r) are 2°'~2"~2 cyvinte - cod.
Demonstratie: In Teorema 20.3 exista 22 22 alegeri posibile pentru a, toate conducand
la cuvinte - cod distincte. O

Putem da acum un algoritm de codificare a meajelor de informatie in codurile Preparata.

Fie ay,, agr cuvinte de lungimi 2" — 1 respectiv 2" — 2r — 1.
Fie vg definit de (2).

Se construiesc pr, pr conform Teoremei 20.3.

Atunci mesajul de informatie a = |ar,, ar| se codifica

n [aL,pL,aR,VR,PR]-

Exemplul 15.7 Sa consideram r = 3, ay, = 0110010, ag = 1. Deci
ar(fa) =a+a*+a®=a’, agpla)=a’,
ar(@®)=a®+ab +a® =a? agr(a®)=a’.

Din (2) avem vg = [a®°+aP, a®+a®+a’]A~1 = [000 001] A~ = 111001 unde A~! este
matricea din Exemplul 18.5. Atunci vom codifica a = [0110010 1] in ¢ = |ay, pr, ar, VR, Pr| =

(01100010 1 1 111001 1].

Deci ¢ = [x(U),x(V)] unde x(U) = 01100101, x(V) = 11110011, care coincide cu

secventa - cod construita in FExemplul 17.5.

15.3 Decodificarea codurilor Preparata extinse

Cum P(r) are distanta minima 6, el poate corecta maxim 2 erori.
Fie b un cuvant receptionat; il scriem b = [by,, pr, br, pr| unde by, br sunt ambele
de lungime 2" — 1 iar py, pgr sunt biti de control a paritatii. Se calculeaza

bLH = [br(a),b(0®)], brH = [br(a),br(a®)].
Apar mai multe cazuri, in functie de pozitiile unde apar erori.

1. Daca erorile apar pe pozitiile de control, atunci
br(a) = br(e), br(a®)+ (br(e))® = br(a?)
(conform Definitiei 15.1), ceea ce se verifica usor.
2. Daca exista o eroare pe pozitia ¢ in br si cel mult o eroare pe pozitiile de control
atunci
br(a) = br(a) +af, br(a®)+ (br(a))® = br(a®) + a®, deci
(b2.(e) + br(a))* = b (a®) + (be(@))? + br(a?).
Daca ultima relatie este verificata, atunci se scrie o' = by (a) + bg(a) si se schimba

bitul 7 din bg (plus cel mult un bit de control).

3. Daca exista o eroare pe pozitia ¢ din by, si cel mult o eroare pe pozitiile de control,
similar cu cazul anterior (lucru posibil pe baza Lemei 15.3) se verifica relatia

(br(a) +br(@))” = br(a®) + (br(a))® + br(a?);

in caz afirmativ, se calculeaza o' = bg(a) + b () si se schimba bitul 4 din by, (plus
cel mult un bit de control).
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4. Daca apar doua erori in bgr pe pozitiile 7 si 7, atunci:
br(a) =br(a) + o +a?, bp(a®)+ (br(a))® = br(a®) + a® + o,
deci se determina o + o si a3 4 ¥, Valorile 4, j sunt determinate cu un algoritm

similar celui de la codurile BCH.

5. Daca apar doua erori in by, invocand din nou Lema 15.3 putem aplica analiza de
la cazul anterior.

6. Daca apar doua erori: una pe pozitia ¢ in by, §i una pe pozitia j in bgr, atunci
br(a) 4+ of = br(a) + o, by(a®) 4 % + (bp(a) + o)’ = br(a®) + .
Apest sistem de necunoscute o' si o se rezolva astfel: din prima ecuatie se scoate
a? =bp(a) + o + br(a) si se Inlocuieste in a doua ecuatie, ceea ce da
br(a?)+ o + (bp(a) +a')? = br(a®) + (br (o) +a')? + (br () + ') *br(e) + (br () +
a)br(a)? + br(a)?.
Dupa simplificari se ajunge la
a3+ br(a)+al (br(a))*+ (br(a))?® = br(a®)+br(a®) +br (a)*br(a) +br () br(a)?,
sau
(o + br(a))? = (bp(a®) + br(a®)) + (br(a) + br(a))® 4+ br(a)® + br(a)®.
Notand membrul drept al acestei expresii cu A, obtinem solutia
o = br(a) + A3 ol =bp(a) + A3,
Deci locatiile erorilor se pot determina in toate situatiile posibile. Bitii de paritate pentru

fiecare jumatate de cuvant dau posibilitatea de a decide ce caz se aplica lui b. Putem da
acum algoritmul de decodificare pentru codurile Preparata P(r).
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Fie b = [by, pr, br, pr| cuvantul receptionat.
0. Se calculeaza Ly = by (), Ly = br(a?), Ry =bg(a), Rz = br(a?);
1. Dacd Ly + Ry =0 si Ly + L? + Rs = 0, atunci singurele erori posibile au
aparut pe pozitiile de control.
2. Daca (L1 + Ry)*+ L3+ L3+ R3 = 0, calculam o' = L; + R;. Se corecteaza
pozitia ¢ din bg si cel mult un bit de control al paritatii; se cere retransmisia
daca ambii biti de paritate trebuie modificati.
3. Dacd (Li+ Ry)*+ Rs+ R} + Lz = 0, calculdam o' = Ly + R;. Se corecteaza
pozitia ¢ din by, si cel mult un bit de control al paritatii; se cere retransmisia
daca ambii biti de paritate trebuie modificati.
4. Daca ambele jumatati :?le lui b sunt de pgndere para si
X2 4 (L + Ry)X + L3+ LY + R3 + (L1 + Ry) — (X 4+ 0')(X +ad),

Li+ Ry
se corecteaza pozitiile ¢ gi 7 din by,.

5. Daca ambele jumatati ale lui b sunt de pondere para si
Rs+ R} 4+ R34+ (L1 + Ry)? : :
X2+(L1+R1)X+ 3 1 3 ( 1 1) :(X—f-OzZ)(X—f-Oé]),

L+ Ry
se corecteaza pozitiile 7 gi 7 din bg.

6. Daca ambele jumatati ale lui b sunt de pondere impara, se calculeaza
ol =Ry + (L3 + R} + (L1 + Ry)® + Ly + Ry)'/3
of = Ly + (L} + R} + (Ly + Ry)® + Ly + R3)'/®
Se corecteaza porzitia ¢ din by, si pozitia j din bg.
7.  Daca nu a aparut nici una din situatiile anterioare, se cere retransmisia
cuvantului.

Exemplul 15.8 Sa decodificam urmatoarele cuvinte primite, despre care se presupune
cd au fost codificate folosind P(3), unde GF(23) s-a generat cu rdddcina o a polinomului
14+ X+ X3:
I: b=10010011 11100111
) [Li,Ls] =bpH =111110, [Ry, R3] =brH =101 110
) L1+ R =1114+101=a#0
) (Li+R)P+ L3+ L3 +R3=a*+a+a®+ad=a"#£0
) (Li+R)P+R3+ R+ L=+ +a®+ad=a’#0
a® +ar®+ad +o?

0
1
2
3

4) X?+aX+ = X?+aX +a’=(X+*)(X +a
Q@
Deci b se decodifica in 10010011 11001111.

II: b = 10100100 10001001
(0) [L1,Ls] =byH =[010,011], [Ry,Rs] =bgrH = [111,011]
(1) L1+R1:010+111:Oé67é0
(2) (Li+R1)P+ L3+ L3+R=a®+a*+a’+at=a®#0
B) (Li+R)P+Rs+R+Lz=a®+at+aP+at=a?#0
Ambele jumatati ale lui b au pondere impara, deci
(6) o = a’+(aP+alP+al¥+at+ah)3 = 2P+ (a®)3 = a®+(a!?)V3 = o’ +at = al.
S-a obtinut © = 0. Se poate determina apoi imediat
o =a+at=a? decij=2.
Cuwvantul b se decodifica in 00100100 10101001.

(
(
(
(
(
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III: b = 10001000 11101001

(0) [l1, Ls) = br,H = [111,011], [Ry, R3] = bgr H = [100, 000]
(1) Li+ R =111+100=a* #0

(2) (Li+R)P+ L3+ L3+ Ry=a2+a*+a®+0=a#0
(B3) (Li+R)>+R3+R}+Ly=a+0+a"+a"=0

Calculam of = L1+ Ry = o*, decii = 4. Dar modificarea bitului 4 in by, cere ca ambii
biti de control sa fie modificati; deci se cere retransmisia cuvantulus.

Pentru codul Preparata obtinut prin relaxarea lui P(r), se poate aplica aceeasi strate-
gie de decodificare folosita la codul Golay; cum acesta are d = 5, poate corecta de aseme-
nea cel mult 2 erori independente.

15.4 Coduri inrudite cu codul Preparata

15.4.1 Codul NHordstrom - Robinson

Sa plecam de la codul Golay binar extins Cy; ale carui cuvinte le scriem sub forma
a = [a;,az] unde |a;| = 8, |ag| = 16. Consideram submultimea GNR C Cyy ale carei
elemente verifica conditiile:

1. Daca a € GNR atunci w(a;) € {0, 2}.
2. Daca a,b € GNR atunci d(a;, by) < 2.

Evident, GN R va avea 256 cuvinte. Pe baza lui se construieste codul
NR = {as]a = [a;,a5] € GNR}.

Acesta este un cod neliniar de lungime n = 16 si distanta minima d = 6. Numit codul
NHostrom - Robinson, el coincide cu codul Preparata P(3).

Un alt cod derivat din acesta este codul Nadler, construit astfel: se pastreaza din NR
doar cuvintele - cod care coincid pe ultimele doua pozitii. Apoi la toate aceste cuvinte se
sterg ultimele trei caractere (o dubla scurtare urmata de o relaxare). Codul astfel obtinut
este unic, are n = 13, d = 5 si 64 cuvinte - cod.

15.4.2 Codurile Kerdock

Definitia 15.3 Fie r > 3, r impar si U,V C GF(2"), card(U), card(V') pare.
Un cod Kerdock K(r) este format din toate cuvintele de forma [U,V] care verifica
conditiile:

1.Vs(1<s<2"=2) (1 <wy(s) <r—2) = ZUS:szzo;

uclU veV
2. Vs (€s<2"—2) (we((s) =r—2) = Zus = ZUS = (Zu‘l +Zv_1>
uelU veV uelU veV

unde ws(s) reprezintd ponderea reprezentarii in binar a lui s.
Se considera prin conventie Vs, 07° = 0.
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Codul Kerdok K (r) (definit in 1972) este de fapt un subcod al codului Reed - Muller
RM(2,7+ 1); el este format din perechi de translatari de cuvinte din RM(1, ) selectate
in asa fel ca sa maximizeze distanta minima dintre doua translatari.

Este interesant ca dintre toate codurile cu aceeasi distanta minima, codul Kerdok are
numarul maxim de cuvinte - cod.

Nu vom detalia demonstratii referitoare la proprietatile acestor coduri. Pentru informatii
suplimentare se pot folosi [9] si [4], cu mentiunea ca justificarile pleaca de la o modalitate
diferita de definire a codurilor K (r) si P(r). Rezultatele sunt insa deosebit de interesante.

Astfel:

Teorema 15.4 K(r) este invariant la distanta.
Lema 15.5 K(3) = P(3).

Teorema 15.5 Codurile P(r) si K(r) sunt duale.

Ca o consecinta imediata, P(3) este un cod auto-dual.

15.5 Exercitii

15.1 Demonstrati relatiile (1).
15.2 Demonstrati Lema 15.35.
15.3 Demonstrati Corolarul 15.1.

15.4 Aplicati Lema 15.3 cuvantului - cod definit in Exemplul 18.7, folosind
B=a®, B=a, B=a

15.5 De ce [x(BU), x(BV)] nu este cuvant - cod pentru =0 ?

15.6 Aratati ca cele trei cuvinte obtinute in Fxemplul 18.7 satisfac conditiile defini-tiei
codurilor Preparata.

15.7 Fie GF(2%) generat de rdddcina o a polinomului 1 + X + X® = 0. Folosind
urmdtoarele cuvinte x,y,z € GF(23) construiti cuvinte - cod de pondere 6 din P(3):

x=a y=0ao% z=ad’

x=a y=oao z=ab

x=a' y=0a® z=af,

15.8 Fie GF(2%) construit cu 1 + X + X2, dar A™' din Ezemplul 18.5. Codificati
urmatoarele mesage folosind P(3):

ar, = 1010100, aRr = 1,’

ar, = 1010100, ag = 0;

ap — 1111111, ag = 1

ap — 1111111, ag = 0;

ar, = 0000000, agr=1;
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15.9 Fie GF(2%) construit cu 1 + X? + X°, dar A~™' din Ezxemplul 18.5. Codificati
urmatoarele mesage folosind P(5):

ar, = 10100...0, agr = 000001000100...0;
ar, = 10100...0, ar =00...0;

ap, = 10100...0, agr = 111100...0;
aLIOOOOO, aR:100...0;

Care este lungimea lui ay, ¢ dar a lui ag ¢

15.10 In aceleasi conditit din Exemplul 18.2, sa se decodifice cuvintele:

10000001 11101000
01010110 00011110
01000111 11001000
10111011 01101010
01101101 10011000

00011010 01000010
11101000 10001001
10101101 11010000
01011101 11101101
10101010 10111011

00100101 10100100
10011001 01010101
11101110 01010101
10011100 10100100
10100101 00010001

15.11 Decodificati cuvintele primite, care au fost codificate cu P(5), unde GF(2°) a fost
construit folosind polinomul 1 4+ X? + X5.
11000110001000000000000001000010 00011110000000000000000110010000
10100000001000000000000000000000 00000100010000000100010101011100

15.12 Fie b un cuvant receptionat in care w(by,) este impar iar w(br) este par. Poate

fi decodificat b la pasul 2 al algoritmului intr-un cuvant - cod situat la distanta cel mult 2
?



Capitolul 16

Coduri convolutionale

In cazul codurilor prezentate pana acum, la codificarea unui mesaj de informatie se obtine
un cuvant - cod de lungime n, ale carui caractere nu depind decat de cele k elemente de
informatie curente. Avem de-a face cu un proces de codificare fara memorie, iar aceste
coduri sunt numite si coduri - bloc.

P. Elias a introdus in 1965 o clasa de coduri, remarcabile prin siguranta sporita pe care
o asigura in transmiterea informatiei: codurile convolutionale. In cazul lor, codificarea
unui mesaj de lungime k se face tinand cont si de codificarile mesajelor de informatie
anterioare.

De remarcat ca NASA si Agentia Spatiala Europeana folosesc o combinatie intre aceste
coduri si codurile Reed - Solomon. Fiecare mesaj de informatie este codificat initial cu
un cod RS, apoi cu un cod convolutional.

16.1 Coduri liniare si coduri convolutionale

Dupa cum am vazut, un (n, k) - cod liniar codifica un mesaj de informatie u € Zé“ ntr-un
cuvant - cod v = ul de lungime n (v € Z}). Un cod liniar poate fi privit insa si ca o
aplicatie care transforma mesaje sursa (de orice lungime i -k, i = 1,2,...) In mesaje -
cod de lungime ¢ - n.

Exemplul 16.1 Codul generat de matricea

1 001
G=10101
0011
defineste o functie astfel:
apa1aoa3aqas . . . — apa1a9Tpa3a40a5T7 . . .

unde
Tg=ag+a;+a, T =as+a4+as,...

O astfel de functie poate fi exprimata foarte simplu prin polinoame. Astfel, fie a(X) =
aop+a; X +as X2+. .. polinomul reprezentand mesajul sursa, si u(X) = ug+uy X +us X2+. ..
mesajul codificat. Atunci un cod liniar este o aplicatie C' definita C'(a(X)) = u(X). O
astfel de aplicatie are urmatoarele proprietat i:

191
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e (' este liniara:

Cla(X) +d'(X)) = Cla(X)) + C(d'(X));
C(ta(X)) = tC(a(X)).

e (' este invarianta in timp: intarzierea mesajului sursa cu k tacti are ca efect decalarea
raspunsului cu n tacti:

C(X*a(X)) = X"C(a(X)).

e (' nu are memorie: codificarea unui mesaj sursa de lungime k£ nu depinde de mesajele
sursa precedente.

Aceste trei proprietat i caracterizeaza complet codurile liniare. Daca se renunta la ultima
proprietate, se obtine o noua clasa de coduri, numite codur: convolutionale.

Definitia 16.1 Fie ¢ un numar prim. Prin (n,k) - cod convolutional se intelege o

aplicatie liniara C : Z,[X| — Z,[X] cu proprietatea (de invariantd de timp)
C(X*a(X)) = X"C(a(X)).

Exemplul 16.2 Sa consideram circuitul liniar:

+ >~

1 |

El reprezinta un (2,1) - cod convolutional binar. Este liniar (datorita circuitului), invari-
ant in timp (o intdrziere de 1 tact la intrare provoacd o intarziere de 2 tacti la iegire).

De exemplu, pentru intrarea 1 se obtine 11 la primul tact, 11 la al doilea tact si 01 la
al treilea (dupd care urmeaza 0000...). Deci

C(1)=111101 =1+ X + X% + X3 + X°.
Datorita invariantei in timp, avem
C(X) = C(01) =00111101, C(X?) = C(001) = 0000111101, ...

(s-a tinut cont de dualitatea de notare polinom - cuvant).

Datorita liniaritat i, raspunsul C(1) caracterizeaza complet codul. De exemplu, mesajul
de intrare 101 se codifica prin

C(101) = C(1+X?) = C(1)+C(X?) = C(1)+C(001) = 11110100 . . .+0000111101 ... =
1111101101 = 1+ X + X2 + X3 + X* + X6 + X7 + X9,

16.2 Coduri (n,1) - convolutionale

In cazul particular & = 1, codul este complet determinat de iesirea pentru mesajul de

intrare 1. Notam
C(1) = go(X)

polinomul generator al acestei subclase de coduri. Din invarianta in timp rezulta

C(XT) = X"gy(X), Vi> 1.
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Deci, pentru orice polinom a(X) = ap + a1 X + ... + a,X? avem

C'(a(X)) = CLOC(].) + alC(X) + GQC(Xz) + ...+ CLPC(XP) = Clogo(X) + CLango(X) +
asX*go(X) 4+ ... + a, X" go(X) = a(X™)go(X).

Aceasta conduce la ideea ca un (n, 1) - cod convolutional este generat de polinomul
go(X) conform regulii

a(X) — a(X™)go(X).

Invers, orice polinom go(X) € Z,[X]| defineste un (n, 1) - cod convolutional.

Observatie: Ideea de polinom generator este similara celei de la codurile ciclice, unde
codificarea mesajului de informatie a(X) revenea la inmultirea cu polinomul generator.
La codurile convolutionale nu exista insa restrictie referitor la gradul lui a(X) si — in plus
— la Inmultire se folosegte a(X™).

Exista o modalitate simpla de constructie a unui circuit liniar, generator al unui astfel
de cod. Vom descrie aceasta pentru cazul binar.

Polinomul go(X) se descompune in sume de n termeni consecutivi, fiecare suma de-
scriind modul de conectare al elementelor de inmagazinare. Astfel, fie

G (X)=(bg+0: X+ ...+ by 1 X" )+ (b X"+ by 1 X by X L+
(Brran X™ + by e 1 X ™+ Dy XL

Numarul de m—+1 paranteze indica faptul ca sunt necesare m elemente de inmagazinare
(prima paranteza se refera la intrare). A i - a secventa de termeni descrie iegirea celui
de-al 7 - lea element de Inmagazinare (b, = 1 semnifica o legatura directa cu al p - lea
element al iegirii).

In plus, elementele de inmagazinare sunt legate intre ele secvential.

Exemplul 16.3 Sa consideram (2,1) - codul convolutional de polinom generator go(X) =
1+ X+ X2+ X° = (14 X)+(X?+0)+(0+X°). Prima parantezd, 1+ X, aratd ca ambii bifi
de iesire sunt legati de intrare, X*+0 indicd faptul ca primul element de inmagazinare este
legat direct doar de primul bit de iesire, 0+ X° aratd cd al doilea element de inmagazinare
este legat numai de al doilea bit de iegire. In acest fel se obtine codificatorul descris de

circuitul lintar:
R0 T
I
+

Exemplul 16.4 Fie (3,1) - codul convolutional (deci cu 3 biti de iesire) generat de poli-
nomul go(X) = 14+ X2+ X3 + X° + X6 + X7 + X2 + X8 + XM Pentru a construi
circuitul liniar, rescriem acest polinom astfel: go(X) = (1 +0+ X?) + (X3 +0+ X°) +
(X6 4+ X7+ 0) + (X2 + X138 + XM). Se obtine

|

1
|
.
1
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Similar codurilor ciclice, plecand de la polinomul generator, se poate construi matricea
generatoare a codurilor (n, 1) - convolutionale. Aceasta este

aus
X"go(X
G = XQn?go(X)

Numarul liniilor (si deci gi al coloanelor) lui G nu este fixat, el depinzand de lungimea
mesajului sursa. Astfel, pentru un mesaj de lungime ¢, matricea G are ¢ linii gi 1 +
grad(go(X)) + (i — 1) - n coloane.

Exemplul 16.5 Fie (3,1) - codul convolutional binar de polinom generator go(X) =
1+ X+ X34 X4+ X5+ X8 Pentru un mesaj sursa de lungime 3, matricea G va avea
dimensiunea 3'timesl5:

—_ =
—_ =

G —

O =
L)

01
11001
10111001
(spatiile libere sunt completate cu 0). Astfel, codificarea mesajului 101 este

101 - G = 110001000110001.

16.3 Coduri (n,k) - convolutionale

Sa dezvoltam o descriere a codurilor (n, k) - convolutionale, similara celei date anterior
pentru cazul £ = 1. Vom incepe cu un exemplu:

Exemplul 16.6 Fie circuitele liniare a doua (2,1) - coduri convolufionale, care au iegirea

porn — I
¢ Gt
s N

La fiecare tact intrarea este formata din doi bifi care formeaza intrarile in cele doud
circuite lintare. O intarziere cu doi tacti la intrare genereaza o intarziere de dot tacti la
iesire; deci, acesta este un (2,2) - cod convolutional.
Pentru intrarea 10 iegirea este 110101 (functioneaza doar circuitul superior), iar pentru
01 iegirea este 010111 (numai pe baza circuitului inferior). Formal,
C(1) =1+ X+ X?+ X5 = go(X), CX)=X+X*+ X"+ X° = g(X).
Folosind invarianta in timp se pot determina si alte iesiri:

C(X?%) = X%gy(X), C(X?H) = X2%g (X) Vi> 1.
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Definitia 16.2 Pentru un (n,k) - cod convolutional, polinoamele
G(X)=C(X"), 0<i<k-1

se numesc polinoame generatoare.

Teorema 16.1 Un (n,k) - cod convolutional de polinoame generatoare g;(X), (0 <i <
k — 1) este determinat de functia de codificare

k—1
a(X) =Y a(X™)gi(X) (1)
i=0
unde pentru secventa a = apa,as ... s-a notat al) = Qi Qg Qg 2k - - - (0 <1 <k-— 1).

Reciproc, fiind date polinoamele ¢;(X) i =0,1,...,k — 1 si un numar n, formula (1)
determina un (n, k) - cod convolutional.

Demonstratie: Vom incepe prin a arata ultima afirmatie. Aplicatia
a(X) = al?(X")g;(X)
este liniara (ca o compunere de transformari liniare) si invarianta in timp (deci definegte
un (n, k) - cod convolutional). Ultima asertiune rezulta din observatia ca pentru orice
secventa a,

(X*Fa(X)” s X"a®(X).

k—1
Deci iegirea la X*a(X) prin aceastd aplicatie este X" Z aD(X™)g;(X).
i=0
Sa aratam acum ca un (n, k) - cod convolutional definit de aplicatia C' este identic cu cel
k—1
dat de C"(a(X)) = Z a?(X™)g;(X) unde ¢;(X) = C(X?) sunt polinoamele generatoare.
=0
Deoarece C' gi C” sunt ambele liniare, este suficient sa aratam ca C(X") = C’'(X") pentru
orice r > 0; atunci vom avea
Clag+ a1 X +axX?+...) = Z a,C(X") = Z a,C'(X") =C"(ap + a1 X + ...).
r>0 r>0
Deoarece ambele aplicatii sunt (n, k) invariante in timp, ne putem restrange la 0 <
r <k —1. Pentrua = 00...0100... (cu 1 pe pozitia ), este evident ca a™ = 100... si
a) = 000... pentru i # 7. Deci C'(X") = ¢,.(X) = C(X"). O

Analog codurilor (n, 1) - convolutionale, i in acest caz se poate defini matricea genera-

toare, care este o reprezentare matriciala a relatiei (1). Liniile matricii sunt go(X), g1(X), . ..

considerate ca polinoame de grad infinit. Pentru mesajul a = agpa; ... a, codificarea este
aG = aogo(X) + ...+ ar_19k-1(X) + X" argo(X) + ... + az—196-1(X)] + X*"[agrgo(X) +
vt azp 1 g1 (X)) + o= (a0 + ap X 4 ag X2+ ) go(X) 4+ -+ (apog + age X+

o )g—1(X) = Z a(i)(X”)gi(X).

Exemplul 16.7 Matricea generatoare a (2,2) - codului convolutional descris in Exemplul
18.6 este

7gk71(X>7X
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110101
010111
110101
G- 010111
110101
010111

(locurile goale sunt completate cu 0).
Pentru intrarea 101 1esirea este

11010100
(101){ 01011100 |=(11100001), deci
00110101
Cl+X3)=1+X+ X3+ X5

S-a prezentat anterior modul de constructie al unui circuit liniar pentru (n,1) - coduri
convolutionale, plecand de la polinomul generator g(X). In mod similar se determina
circuitul liniar de codificare pentru un (n, k) - cod convolutional:

1. Pentru i = 0,1,...,k — 1 se construiegte circuitul liniar al (n,1) - codului dat de
a(X) — a(X")g:i(X);

2. Se folosegte un buffer comun de iegire (de n simboluri), in care ajung rezultatele
insumate ale celor k circuite;

3. Secventa de intrare este segmentata in grupe de cate k simboluri, fiecare din ele
constituind intrarea in cate un circuit liniar.

Exemplul 16.8 Sa construim circuitul liniar pentru (2,2) - codul definit de polinoamele
generatoare
(X)) =X+X3+ X'+ X% g(X)=1+X+X2+ X"+ X5+ X0+ XT.
Scriem go(X) = (0+ X))+ (0+X?)+ (X*+ X?) deci circuitul sau liniar are 2 elemente
de inmagazinare. Pentru gi(X) = (1 + X) + (X? +0) + (X* + X®) + (X5 + X7) sunt
necesare trei elemente de inmagazinare.
Reprezentarea sa grafica este:
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Definitia 16.3 Un (n, k) - cod convolutional are memorie N dacd
Vi (0<i<k-1), grad(gi(X)) < Nn,
tar N este minim cu aceasta proprietate. Numarul Nn se numeste lungimea restransa
a coduluz.

Dupa cum s-a vazut, un cod convolutional de memorie N poate fi implementat cu o
combinatie de N — 1 elemente de inmagazinare. N este numarul de simboluri de iegire
care pot fi modificate la schimbarea unui singur caracter de intrare.

16.4 Coduri convolutionale sistematice

Un (n, k) - cod convolutional sistematic are proprietatea ca la fiecare iegire de n caractere,
pe primele k pozitii se gasesc simbolurile de informatie. Vom da o constructie directa a
acestor coduri, plecand tot de la similitudinea cu codurile - bloc.

Fie n,k, N (k < n) numere naturale nenule. Consideram sistemul de k(n — k) secvente
cu N componente peste Z;:

9(%]):90(%])91(@:])gN—l(Za])a 1§2§k7 1§j§n_k
Aceste secvente se numesc subgeneratori.
Consideram matricea

goo(1)
9oo(2)
QO - . - (IkPOOkplOkPQOk ‘e PN—2OkPN—1OkOk . )
oo (k)
unde [} este matricea unitate, Oy este matricea nula (ambele de ordin k),
gt<17 1) gt(L 2) T gt(lan - k)
2,1 2,2) ... 2,n—k
| w2 a2 almen |
gi(k, 1) gk, 2) ... g(k,n—k)
lar
9o(1) =0...010...g0(¢,1) ... go(5,n — k)0...0g1(3,1) ... ¢1(¢,n — k)0...0

Cuvintele obtinute din primele Nn componente ale lui goo(2) (1 <i < k):
g(i1) =0...010...0g0(3,1)...90(¢,n — k)0 ...0gn_1(3,1) ... gn_1(i,n — k)



198 CAPITOLUL 16. CODURI CONVOLUTIONALE

se numesc generatori.
Fie [ un numar natural. Se defineste operatorul
D'goo(i) = 0. 0900( )

ln
care translateaza g, (i) cu In pozitii spre dreapta.

In sfarsit, fie

900(1)
Qo Joo (k)

DQy Dgoo(1)

Goo = D*Q - : -

: Dgoo (k)

D2900(1>
I.Py O.P, Op,P ... OLPy_;

I.Py OpP; ... OpPny_o OpPn_1

- IiPy ... OpPn_3 OpPn_y OpPn_:

matricea generatoare a unui (n, k) - cod convolutional sistematic.
Observatie: Evident, un (n,k) - cod convolutional sistematic este un (n,k) - cod
convolutional. Invers, fiind dat un (n,k) - cod convolutional, el se poate transforma

mn+n—1
in unul sistematic prin adunarea la fiecare polinom generator g;(X) = Z bi p X i a
m k-1
polinomului ¢;(X Z — b)) X 40, X (0<i<k—1).
p=0 ]:0

Desi are - teoretic - un numar infinit de linii gi coloane, fiind in forma canonica, pentru
aceasta reprezentare se poate construi imediat matricea de control:
T
_Po In—k
T T
_Pl On—k _P() ]n—k
T T T
_PQ On—k _P1 On—k _P() In—k

Hoo = _sz;fl On—, —valz On—y _PJ:\L:s On—k
—PY | Ony —PL, O,
P]z;—l On—rk

a carei transpusa este

- -P —-P —Pn_4
In—k On—k On—k On—k
HT = -R —P —Py_2 —Pn_
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Se verificd imediat egalitatea Goo HL = O,.
Sa consideram un mesaj de informatie a, sub forma unei succesiuni (teoretic) infinite.
El va fi descompus initial in blocuri de lungime k:
a=ag(l)...ap(k)ai(1)...ai(k).. .gp(l) . .ap(kz. .

TV TV Vv
ap al ap

Mesajul codificat se obtine similar codurilor liniare, prin inmultirea lui a cu matricea
generatoare: ¢ = a(G; textul rezultat va fi descompus in blocuri de lungime n:

c=aGo =co(1)...co(n)cr(l)...ci(n) .. 'fp<1) . .cp(nl. .

-~ -~ -~

Co C1 Cp

Tinand cont de forma canonica a matricii G, rezulta urmatoarele relatii:
(i) =ap(i), (1<i<k)
-1

cp(k +J) =

—~

ap1 (1) (i, 5), (1<j<n—k) (2)

1M
MZ

t

Il
=)

Aceeasi formula de codificare se poate scrie gi In alt mod:

k k
c=alG, = Zao(i)goo(i) + Zal )Dgoo (1) + Zag )D?goo (i) + .. ., deci
i=1 i=1
ko
=3 ali)D'guli) 3
=1 t=0

Exemplul 16.9 Sa consideram un (2,1) - cod convolutional binar cu N = 4 gi subgen-
erator g(1,1) = 1101. Generatorul va fi atunci g(1) = 110100001 iar matricea

11 01 00 01
11 01 00 01
Goo = 11 01 00 01
Daca dorim sa se transmita secventa de informatie a = 10011 ..., ea va fi codificata in

c =aG, = 1101001010. ..

Exemplul 16.10 Fie (3,2) - codul convolutional binar cu N = 3 gi subgeneratori g(1,1) =
101, g(2,1) = 110. Calculand generatorii, se obtine
g(1) = 101000001, ¢(2) = 011001000 si deci

101 000 001
011 001 000
101 000 001
G — 011 001 000
101 000 001
011 001 000

Fie a=110010... o secventa de informatie. Rezultatul codificarii ei este ¢ = aG
= 110001100 ..
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16.5 Arborescenta codurilor convolutionale

Cuvintele - cod dintr-un cod convolutional sistematic se pot reprezenta folosind un graf
arborescent infinit, cu noduri situate la o distanti de n pozitii si cu ¢* descendenti din
fiecare nod. Codificarea unui mesaj revine la parcurgerea unui drum in acest arbore.

Pentru simplificare, sa consideram un (n, 1) - cod convolutional sistematic binar (gen-
eralizarea este imediatd) de lungime restransa N. El este complet caracterizat prin n — 1
subgeneratori

9(17]) = 90(17])91(17.7) e 'gN—l(lvj)7 (1 < j <n-— 1)

Codul are un singur generator, anume
9(1) = 1go(1,1)g0(1,2) ... go(1,n — 1)0g1(1,1)g1(1,2) ... g1 (1,n — 1)0...
o 0gy—1 (L, 1) cogvaa(,n— 1)
Vom folosi notatiile
8o =1go(1,1)...go(1,n — 1),
gp =0g,(1,1)...g,(1,n — 1), (1<p<N-1).
Atunci g(1) = go1...8n-1, 1ar g, este a p - a ramificatie a lui g(1). Matricea
generatoare a codului va fi - cu aceste notatii:

Joo(1) € &1 8 .- gx-1 O 0
a Dgos(1) | | 0 g 8 ... 8v2 8n-1 O
o = | D?g(1) | T 0 0 go ... gn—3 EBN-2 8N-1

unde 0 este un bloc de n zerouri.

Fie a = agajas ... secventa de informatie si ¢ = cgcyce ... cuvantul - cod cores-
punzator, unde ¢, = ¢,(1)¢,(2) ... cp(n). Are loc egalitatea
C=¢pC1Cz... = als = ApYoo(1) + a1 Dgoo(1) + asD?goo (1) + . .. (4)

De aici rezulta ca cg = 0 daca ag = 0 si cg = go daca ag = 1. Cu alte cuvinte, codul
poate fi partitionat in doua submultimi de marime egala: o submultime Sy contine toate
secventele care corespund lui ay = 0 (deci toate cuvintele - cod din Sy au acelasi prefix
0); cealalta submultime S contine toate cuvintele - cod corespunzatoare lui ag = 1 (deci
toate cuvintele - cod din S} au prefixul gg).

La randul lui, Sy se imparte in doua submultimi egale Sy si Sp1. Spo corespunde
secventelor - cod pentru care ag = a; = 0 (deci toate cuvintele - cod din Sy, incep cu 00).
So1 contine secventele cu ag = 0, a; = 1, deci cu prefixul 0gg. Similar, S; se partitioneaza
in Syo si S11, Sip fiind pentru ag = 1, a; = 0 (deci cuvintele - cod din Sy au prefixul
g08g1); secventele din Sp; incep cu prefixul go(go + g1)-

Acest procedeu continua indefinit.

Deci cuvintele - cod pot fi aranjate intr-un arbore cu noduri de n caractere si cate
doua ramificatii din fiecare nod. O ramificatie este marcata de un cod bloc de n caractere,
corespunzatoare unui caracter de informatie particular, iar intreaga secventa corespunde
unui drum prin arbore.
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0~
——— 8o
—— 0

——— 81

o

——— 8o+ &1

——— 82

r

—— 8o 1+ 82

¥ig
0

g1+ 82

v 1

+ o]
go T 81 1

8o + 81 + 82

Operatia de codificare poate fi privita atunci ca un proces in care este trasat un drum
particular in arbore, conform instructiunilor date de mesajul de informatie.

Exemplul 16.11 Sa consideram (3,1) - codul convolutional binar cu N = 4, gene-rat de
g(1,1) = 1011, g(1,2) = 1101. Generatorul codului este
g(1) =111 001 010 011, éar arborele de codificare

— 111~

A

Daca vom considera de exemplu mesajul de informatie a = 1001..., secventa - cod
generata va fi ¢ =111 001 010 100 .. ..

Aceasta constructie se poate extinde la un (n, k) - cod convolutional sistematic binar.
Deoarece la momentul 0 existi 2% secvente posibile de lungime &, toate cuvintele - cod se
pot partitiona in 2% submultimi Sy, S1, ..., Sov_;. Toate secventele din S; incep cu acelasi
bloc, corespunzator aceluiagi mesaj de informatie. Fiecare S; se imparte la randul lui in
2% submultimi, dupa tipul celui de-al doilea bloc de la tactul 1. Procesul continua in mod
similar pana la epuizarea mesajului de informatie.
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16.6 Exercitii

16.1 Construifi un codificator pentru (2,1) - codul convolutional binar de polinom gen-
erator go(X) = 1+ X + X3 + X* + X® + X" + X9 Cat este N ? Codificati mesagele
110, 0110, 1010.

16.2 Construiti o matrice generatoare pentru codul definit anterior.

16.3 Construiti un codificator pentru (2,1) - codul convolutional ternar de polinom gen-
erator go(X) =1+ 2X +2X3.

Sa se determine o matrice generatoare.

Sa se codifice mesagele 102, 200, 0120.

16.4 Construifi un codificator pentru un (3,2) - cod convolutional binar cu N = 2.

16.5 Codificatorul din Exemplul 16.8 are 5 elemente de inmagazinare. Construiti un
codificator pentru acelasi cod, care utilizeaza doar 4 elemente de inmagazinare.

16.6 Construiti polinoamele generatoare ale codului convolutional dat mai jos:
) Q
,\? -

16.7 Construiti o matrice generatoare pentru codul din exercifiul anterior.
Codificati mesajul 11001.

16.8 Construiti un codificator pentru (4,3) - codul binar, de polinoame generatoare
X)) =1+ X+ X3+ X+ X0 g(X)=X+X2+X3+ X4 gX)=1+X2+X3+
X5+ X6,

16.9 Sa se construiasca matricea generatoare gi de control pentru (3,2) - codul convolutional

sistematic ternar de subgeneratori g(1,1) = 1200, g(2,1) = 2011.
Sa se codifice mesagele 11220, 1012, 2222.

16.10 Aceeasi problema pentru (4,2) - codul binar cu
g(1,1) =001, ¢(1,2) =110, g(2,1) =101, ¢(2,2) = 111.
Sa se codifice mesagele 1100, 011, 001100.

Sa se construiasca reprezentarea arborescenta.

16.11 Sa se demonstreze formulele (2).
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Decodificarea codurilor
convolutionale

17.1 Capacitatea de corectare a erorilor

Algoritmii de decodificare pentru codurile convolutionale folosesc aceeasi idee de la co-
durile liniare: cuvantul primit este decodificat in cel mai apropiat cuvant - cod, in sensul
distantei Hamming.

Ideea este de a nu decodifica deodata tot cuvantul primit, ci pas cu pas, la fiecare tact
fiind decodificate n caractere (continutul unui buffer de iegire) in k& simboluri (marimea
bufferului de intrare). Distanta Hamming (notata cu dy) pentru un (n, k) - cod convolutional
se defineste

di(a(X),b(X)) = d(apay . .. an—1,bob1 ... by_1).

Observatie: In cele ce urmeazi vom continua s identificim secventele de p+1 caractere
a = apay . ..a, cu polinoamele de gradul p  a(X) = ag+ a1 X + ... + a,XP. Se va folosi
adesea chiar notatia (neambigua) a(X) = a.

Fie deci a(X) mesajul de informatie; el se codifica in v(X) = C(a(X)). Sa pre-
supunem ca se receptioneaza u(X). La primul tact se determina cuvantul - cod w(X) cu
dy(u(X),w(X)) minim (cel mai apropiat cuvant - cod), iar ugu; . . . u,_1 se transforma in
wows . .. w,_1. Daca decodificarea este corecta, atunci s-au determinat primele n caractere
si se pot gasi imediat ca-racterele de informatie agpa; ...ag_; (continutul primei intrari).
Se defineste apoi

u(X) == u(X) - Clag + a1 X + ...+ a1 X*1)

(care aduce 0 pe primele n caractere ale cuvantului receptionat), se ignora primele n
caractere si procedeul continua inductiv.
Motivatia consta in faptul ca acum nu se lucreaza cu v(X) = C(a(X)) ci cu
v(X)=Clag+a X +...ap_1 X 1) = Cla(X)—ap—a; X —. . .—ap_ 1 X* 1) = Cap X*+
ak+1X’“+l +.. ) = C’(Xk(ak+ak+1X+ak+2X2+ .. )) == X”C’(ak—l—ak+1X+ak+2X2—|—. . )

Exemplul 17.1 Sa consideram (2,1) - codul convolutional binar de polinom gene-rator
go(X) =1+ X + X3. Cuvintele lui cod sunt

203
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00000000 . ..

()() 11010000.. . .

go(X) 00110100 ..
(14—)(2) o(X) 11100100.. . .

Daca se primeste - de exemplu - u = 11110001, vom determina cel mai apropiat cuvant
- cod, care este (1 + X2+ X*)go(X), adica 11101001. Primul grup de n = 2 biti este 11,
deci primul bit de informatie (k = 1) este 1. Fie acum
u:=u-—C(1)=11110001 — 11010000 = 00100001.

Se ignora primele doud simboluri din noul u $i se determina cel mai apropiat cuvant
- cod de 100001; acesta este 000...0; deci al doilea grup cadru este 00 - adica al doilea
simbol de informatie este 0.

Refacem u :=u — X2?C(0) = 00100001. Se sterg primele patru simboluri din u si
se cauta cel mai apropiat cuvant - cod de 0001. Acesta este din nou 00.... Deci u se

corecteaza in
C1+0X+ OX2) = 11000000.

Definitia 17.1 Pentru un (n,k) - cod convolutional se defineste distanta liberd prin
dipy = min{dy(C(a(X)),C(d'(X)))|agas . .. ax—1 # ag'ar’ar—1".

Similar observatiei de la codurile liniare, dj;, este cea mai mica pondere a unui cuvant -
cod C(a’(X)) cu proprietatea ag’a;’...ax—1" # 0. (s-a notat a/(X) = a(X) — a’(X) unde
a(X),a' (X) sunt doua mesaje de informatie arbitrare distincte).

Exemplul 17.2 Reluand codul construit in Fxemplul 20.3, acesta are dy, = 3, deoarece
go(X) are ponderea 3 si orice cuvant C(ag+ a1 X +...) cu ag # 0 are ponderea minim 3.

Propozitia 17.1 Un cod convolutional corecteaza t erori daca st numai daca dyy, > 2t.

Demonstratie: Sa presupunem dy; > 2t. La receptia unui cuvant v(X) cu cel mult ¢
erori, exista un cuvant - cod u(X) = C(a(X)) aflat la o distantda Hamming minima de
acesta: dp(u(X),v(X)) = s. Daca v/(X) = C(a'(X)) este cuvantul - cod trimis prin
canal (receptionat drept v(X)), din ipoteza dy(v(X), /(X)) < t. Deci, cu inegalitatea
triunghiului, d(u(X), 4 (X)) < s+t¢. Cum s este cea mai mica distanta Hamming, avem
s < t,deci d(C(a(X)),C(d'(X))) < s+t < 2t < dyp. Din definitia distantei libere rezulta
ca primele k£ simboluri din a(X) au drept cel mai apropiat grup de k& simboluri generat
de cod grupul primelor k& simboluri din a’(X), ceea ce permite decodificarea si corectarea
erorilor.

Pentru urmatoarele grupuri, procedeul decurge analog.

Invers, sa presupunem dj; < 2t si fie w(X) = C(a(X)), v'(X) = C(d'(X)) cu
dg(w(X),u' (X)) = dup st ug...ur—1 # w'ug—1'. Fie iy, is,...14, toti indicii ¢ pentru
care u; # u;. Construim urmatorul cuvant v(X):

U; daca u; = u;'saui = iggyq
u; daca i = 1o,

Avem dy(u(X),v(X)) < dy(u/'(X),v(X)) < t. Presupunem ca a fost trimis u/(X) si
receptionat v(X). Atunci eroarea, care a modificat cel mult ¢ simboluri - poate conduce
la o decodificare incorectd, deoarece u(X) este cuvantul cod cel mai apropiat.

Deci, in aceasta ipoteza, codul nu va corecta t erori. O

V; =
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Din analiza de sus rezulta ca un parametru important pentru un cod convolu-tional este
distanta libera, care specifica numarul maxim de erori care pot fi corectate. Din nefericire
([1]), nu se cunoaste nici o metoda analitica de constructie de coduri convolutionale bune,
in sensul unei maximizari a dj;; pentru n si k date. Folosind calculatorul, au fost gasite
insa o serie de astfel de coduri bune. Listam cateva din ele pentru cazul binar si k = 1:

n dyip 90()()

2 5 110111 =1+ X + X3+ X1+ X°
2 6 11110111

2 7 1101011011

2 8 110111011011

2 10 11011111001011

2 10 111011110111

3 8 111011111

3 10 111011101111

3 12 111011101011111
4 10 111101111111

4 13 1111011110011111

17.2 Decodifocarea codurilor sistematice

Pastrand similitudinea cu codurile liniare, sa folosim la codurile sistematice ideea de
decodificare bazata pe calculul sindromului.

Fie un (n, k) - cod convolutional sistematic definit prin matricea generatoare G, $i
cea de control H., construite pe baza subgeneratorilor de lungime N g(i,7),1 < i <
k, 1 <j <n—k (ase vedea prelegerea anterioari). Din relatiile G HL = 0 5i ¢ = aG
se obtine cHL = 0.

Sa presupunem ca s-a receptionat secventa (infinita) r = ¢ + e unde e este o secventa
eroare. Ca si la codurile liniare, sindromul va fi

s=rHL =cHL +eHL =eHZ.
Secventa receptionata se poate structura in blocuri de n caractere:
r=ro(l)...ro(n)r:i(1)...71(n).. 'fpﬂ) corp(n) .

ro ri ;;
Similar se segmenteaza sindromul in blocuri de lungime n — k:
s Zfo(l) coso(n—k)si(1)...s1(n— k;l cSp(1) .. sp(n — kl .

-\

Vom avea
k k k
sp(d) = rp(k+ ) = Y rp(i)go(i, ) = > o1 (Dgr (i) — - = D rponia(i)gn-1(i, ),
i=1 i=1 i=1
1<j<n—k.

Aceasta relatie se poate scrie si s,(j) = rp(k + j) — Ap(j), unde
N-1 &
A(g) = Z er_t(i)gt(i,j) este rezultatul codificarii secventei r,(1)...7,(k) folo-sind
=0 i=1
matricea G, In functie de 7,_1(1),...,rp—1(k),...,rp-nt1(1) ..., 7p_ 11 (K).
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Din aceste relatii, se poate deduce o formula pentru calculul elementelor sindromului,
in functie de caracterele secventei - eroare:

k k
ep(i)g0(i, ) = Y ep1(D)gr(in ) — .. = > ep-naa(D)gn-(i, ),
i=1 =1 =1
1<j<n—k

unde e = fo(l) . eo(n)gl(l) .iel—nz. cep(l) ... ep(nz. .

Vv Vv Vv
€o el ep

este secventa de eroare - tip, segmentata in blocuri de lungime n. Deci, pentru orice
j=1,2,...,n—k, putem scrie:

Mw

sp(J) = ep(k + ) —

—

so(4) = eo(k + 7) Zeo i)go(i, 7).

k
51(j) = e1(k + 7) 261 1)go(%,7) Zeo 1)g1(%,7),
=1

N-1 k

sn-1(J) = ena(k +J) — Zzep 0)gN-p-1(4,7),

p=0 =1

=

k
sn(j) = Z€p+1 i) gN—p-1(3,7),

p=0 i=1
N-1 k
sn+m(J) = entm(k +j) — Z Zeerm 1(1)gn—p-1(i,7)
p=1 =1

De remarcat ca secventa eg afecteaza numai primele N componente ale sindromului:
S0, 81, - - -, SN_1, deoarece apare numai in primele N(n — k) ecuatii din sistemul de sus.

Pentru corectarea erorilor, se determina initial secventa eq; dupa aceasta, sindromul se
recalculeaza scazand din el componentele lui eg. Aceasta operatie se numeste rearanjarea
sindromului. In paralel, eg se foloseste la corectarea primelor n caractere receptionate;
operatia se realizeaza identic cu cea de la codurile liniare.

In continuare, se va folosi un nou sindrom, anume:

S0 ( ) =0
m—1 k
s’ (J) = em(k+7) — ZZemp )gp(1, 7), 1<m<N -1, 1<j<n-—k
p=0 i=1
3N+m/(j) - 3N+m(]) Vm > 0.
De remarcat ca secventa e; figureaza numai in expresiile lui s1”,85”,...,sN” unde
si” = 87(1)...87(n — k), 1 < i < N. Deci aceste componente apar in N(n — k)

ecuatii. Dupa determinarea lui e; se corecteaza blocul r; din secventa receptionata, apoi
se recalculeaza sindromul, s.a.m.d.
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17.3 Algoritmul Viterbi

Cel mai cunoscut algoritm de decodificare pentru codurile convolutionale apartine lui
Viterbi si a fost folosit pe scara larga in comunicatiile spatiale. Astfel - ca sa dam numai
un exemplu, statia Voyager in misiunea sa din 1974 spre Marte, Saturn si Jupiter, a
folosit pentru transmisii un (2, 1) - cod convolutional binar de polinom generator go(X) =
1+ X+ X2+ X+ X0+ X7 X84 X104 XM 4 X2

In descrierea algoritmului Viterbi vom folosi o reprezentare in retea a codurilor convolutionale,
care reia sub o forma finita reprezentarea arborescenta. Din nou, ne vom margini la
constructii pentru (n,1) - coduri convolutionale binare, extensia la cazul general fiind
imediata.

O diagrama retea este un graf orientat infinit, care are ca noduri starile unui circuit
liniar la fiecare moment (tact). Un nod marcat care corespunde unei stari S la momentul
1, este legat direct cu alte doua noduri, corespunzatoare starilor circuitului la momentul
i+1: Sy (pentru intrarea 0) respectiv starea Sy (pentru intrarea 1). Grafic, arcul S — S
va fi totdeauna trasat sub arcul S — S;. Fiecare arc este marcat cu secventa de iegire
a circuitului pentru intrarea corespunzatoare.

Exemplul 17.3 (2,1) - codul convolutional definit de circuitul liniar

T

are doud stari posibile (dupa continutul elementului de inmagazinare): 0 gi 1.
Pentru intrarea i (i = 0, 1) iegirea este secventa
X! daca starea este 0,
i(1—1) daca starea este 1.
Diagrama retea a codului este:

A

00 00 00 00

Exemplul 17.4 (2,1) - codul convolutional (de memorie N = 2) reprezentat prin cir-
cuitul liniar
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DD

I
— L

o

are patru stari: 00, 01, 10 gi 11 (dupd continuturile elementelor de inmagazinare).

Din starea S = 00 se ajunge la Sy = 00 daca intrarea este 0, sau in S; = 10 daca
intrarea este 1. lesirile corespunzatoare sunt 00 respectiv 11.

Analog, daca S = 10, atunci So = 01 (intrare 0 iegire 10) i S1 = 11 (intrare 1 iegire
01), etc. Se ajunge la diagrama retea urmdtoare:

A

11

01

10

00

0 1 2 3 4 5

Orice drum prin retea, care pleaca din momentul 0 conduce - prin citirea marcajelor
arcelor - la un cuvant - cod. De exemplu, pentru intrarea 100110, codul generat este
C(100110) = 111000011001 (reamintim, spre dreapta pleaca totdeauna doud arce, iar
arcul pentru intrarea 0 este situat sub arcul pentru intrarea 1).

Invers, orice cuvant - cod reprezinta marcajul unut drum in retea.
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Sa construim acum algoritmul de decodificare Viterbi.

La receptia unui cuvant v = vgvyvs... vom cauta constructia unui drum in retea,
cat mai apropiat de v.

Pentru fiecare moment i gi stare S vom lista drumurile active prin retea pana la starea
S la momentul 7. Un drum este activ daca discrepanta sa este minima (prin discrepanta se
intelege distanta Hamming dintre cuvantul generat de drumul prin arbore si cuvantul de
aceeagi lungime primit la intrare). Vom adnota fiecare stare la momentul ¢ cu discrepanta
drumului sau activ. Pentru calculul ei se poate folosi o formula recursiva definita astfel:

Fie d(S — S”) distanta Hamming dintre marcajul arcului S — S” gi secventa de n
caractere primita, iar di(S) discrepanta starii S. Atunci

di(S) = min {di(S) + d(S = $”)} (1)

Algoritmul va avea o durata de functionare finita numita fereastra de decodificare, pe
care o notam cu b (deci va functiona b tacti).

Algoritmul Viterbi:
Intrare: Secventa vovy ..., Vp = UpoUp1 - - - Upn—1;
Algoritm:

1. Fie p:=0gi Sy starea initiald a retelei (starea cu toate elementele de
inmagazinare 0);

2. Se marcheaza di(Sp) = 0;

3. for i:=1to bdo

Pentru toate starile S accesibile la momentul p+i se determina
di(S) folosind formula (1), si se listeaza toate drumurile active care
duc la S.

4. Daca toate drumurile active la momentul p + b incep cu acelasi arc
So — S1, secventa de intrare vy, se corecteaza in marcajul u, al acestui
prim arc (si se decodifica in primul caracter al lui S7). Altfel, eroarea
nu este corectabila, STOP.

5. p:=p+1, Sy:= 51, salt la pasul 3.

Exemplul 17.5 Sa reluam codul descris in Exemplul 18.7, impreund cu diagrama sa de
retea. Presupunem ca s-a primit secventa v = 10010100101100000. .. Deci

vo =10, v; =01, vo =01, v3 =00, v4 =10, v§ =11, v =00.. ..

Vom lucra cu o fereastra de decodificare b = 7. Detaliem grafic numai procedura de
decodificare a primului bloc (cazul p =0).
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Se ajunge la concluzia ca toate arcele active au acelasi inceput: arcul marcat cu 11.
Deci primul bloc vg = 10 se decodifica in 11, dupa care se ia ca nod initial Sg = 10 si
procesul se repeta.

De remarcat ca pentru o fereastra de decodificare b =5, eroarea nu s-ar fi putut corecta
(primul arc nu este unic).

In aceasti prezentare a algoritmului Viterbi, apare o problema: cat de mare este
fereastra b 7 Cat de departe mergem prin diagrama retea pana sa fim siguri ca totusi este
posibila decodificarea si corectarea erorilor 7

Pentru aceasta sa refacem sub o forma finita reprezentarea diagramelor - retea.

Din definitia data in Prelegerea 16 se observa ca daca go(X), g1(X), ...,
gn—1(X) sunt polinoamele generatoare gi a(X) un mesaj de informatie, codificarea poate
fi scrisa ca o secventa de n componente (infinite)
o(X) = (a(X)go(X), a(X)g1(X), ..., a(X)gn-1(X))

ale caror caractere se transmit in paralel, in ordinea crescatoare a puterilor lui X.

Exemplul 17.6 Fie (2,1)- codul generat de go(X) = 1+ X + X3 i ¢1(X) = 1+ X.
Mesagul a(X) = 1+ X? este codificat in
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(X)) =(1+X)1+X+X3), 14+ XH)(1+X)) = 1+ X +X?+X° 1+ X + X2+ X3).
Deci cuvantul cod este ¢ =11 11 11 01 00 10 00 . . ..

Vom construi un translator (diagramda de translatare) asociat unui (n, 1) - cod convolutional
astfel:

Starile translatorului sunt N - tupluri binare, fiecare stare reprezentand o situatie posi-
bila a celor N elemente de inmagazinare. O stare s ...sy_15y este legata direct prin arcul
marcat zy . ..x, de starea s ...Ssy_1, (¢ = 0,1) daca in circuitul liniar corespunzator co-
dului, intrarea ¢ conduce la modificarea continuturilor elementelor de inmagazinare, din
($1,...,8n) In (i,81,...,8nv_1) §i are ca efect iegirea 7 ... xz,.

Exemplul 17.7 Reteaua codului definit in Exemplul 17.3 poate fi reprezentata sub forma
de diagrama de translatare astfel:

00f (0 11} 7310
01

Pentru codul din Exemplul 18.7, reprezentarea finita este:

De remarcat ca pe fiecare arc este suficient sa marcam doar secventa de iesire; caracterul
de intrare este reprezentat de primul caracter al starii in care intra arcul respectiv.

Definitia 17.2 Se defineste lungimea unui drum ca fiind numarul de arce care formeaza
acel drum.
Ponderea unui drum este suma ponderilor arcelor care formeaza drumul.

Reamintim, ponderea unui cuvant este numarul de caractere nenule din cuvantul respectiv.
Conform Definitiei 17.1, distanta libera a unui cod este ponderea nenula minima a unui
cuvant cod - deci a unei secvente care marcheaza un drum prin diagrama de translatare.

Propozitia 17.2 Distanta liberd a unui (n,1) - cod convolufional este egald cu ponderea
nenula minima a unui ciclu care trece prin starea initiala 00...0 a diagramei de trans-
latare a codulus.

Demonstratie: Este imediata.

dyip, —

Fie Sy = 00...0 starea initiald. Pentru orice t, 1 <t < , se definegte d(t)

ca fiind cel mai mic numar intreg pozitiv p cu proprietatea ca orice drum Sy — 57 —
..Sp—1, (So # S1) are ponderea mai mare de 2¢t. Pentru determinarea algoritmica a lui
d(t) se poate adapta imediat un algoritm similar din teoria grafurilor.
Deoarece codul este liniar, valoarea lui d(t) se pastreaza pentru orice stare a diagramei
de translatare.
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Acum, in conditiile ca pot apare maxim t erori, algoritmul Viterbi va functiona corect
pentru o fereastra b = d(t) (datorita Propozitiei 17.1).

Reluarea algoritmului Viterbi la fiecare pas cu fereastra maxima d(t) este insa destul de
costisitoare ca timp; de aceea, practic, se foloseste o fereastra mobila b < d(t) si algoritmul
trece la faza de decodificare atunci cand toate drumurile active selectate au acelasi prim
arc. Daca s-a ajuns la b = t(b) si nu s-a selectat un prim arc comun, algoritmul esueaza.

17.4 Coduri convolutionale catastrofice

Daca este definit neglijent, un cod convolutional poate conduce la urmatoarea situa-tie,
complet nefericita: un mesaj in care a fost perturbat un numar mic de caractere genereaza
prin decodificare o infinitate de erori.

Pentru a studia acest caz, consideram din nou numai codurile (n, 1) - convolutio-nale
binare. Pentru a vedea in ce consta problema, sa luam urmatorul exemplu:

Exemplul 17.8 Fie (2,1) - codul convolutional binar, cu polinoamele generatoare go(X) =
14+ X3, 91(X) =1+ X + X2 Diagrama sa de translatare este

10& 10
11 1
n-@ 01 o1
1 10
001 011
Sa presupunem ca s-a transmis mesajul de informatie a = 00 ..., caruia 71 corespunde
cuvantul - cod nul ¢ = 0000 . ... La receptie s-a primit un cuvant cu primele trei sstmboluri
gresite: v.=111000. ... Decodificarea sa nu ridica nici o problema, acesta fiind de aseme-

nea cuvant - cod, care marcheaza drumul prin starile 000—100—110—011—-101—110—.. ..
Deci, in ipoteza generald din Teoria Codurilor (cea a decodificarii cele mai proba-bile),
nu au apdarut erori, $i mesajul decodificat este a” = 110110110.. ., care difera de a intr-o
finitate de pozitii.
In acest mod, modificarea doar a primelor trei caractere a dus la situatia in care aceste
erori se propaga intr-o secventd infinitd.

Se observa din acest exemplu ca tot necazul provine din faptul ca diagrama contine doua
cicluri distincte cu iesirea 0: 000 — 000 si 110 — 011 — 101 — 110.

Definitia 17.3 Un cod convolutional se numeste catastrofic daca diagrama sa de trans-
latare contine doua cicluri distincte de pondere zero.

Observatie: Orice cod convolutional contine un ciclu de pondere zero, anume bucla care
pleaca si intra in starea initiala. Reamintim, ponderea unui drum este suma ponderilor
arcelor sale.
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Teorema 17.1 Un (n,1) - cod convolutional este catastrofic daca gi numai daca cmmdc(go(X), . ..

1.

Demonstratie: Teorema ramane valabila daca o demonstram pentru cazul n = 2. Fie deci
un (2, 1) - cod convolutional, de polinoame generatoare go(X), ¢1(X). Pentru a marca un
ciclu, un cuvant de intrare trebuie s fie de forma b(X) + X"a(X) - (1 + X?P + X% +...),
cu grad(a(X)) < p. Pentru a elimina din discutie bucla din starea Sy, vom considera
a(X) # 0. Sa presupunem ca in diagrama de translatare a codului exista un ciclu de
lungime p si pondere 0. Atunci a(X)-go(X) si a(X)-g1(X) trebuie sa se divida cu 14 X?,
deci a(X) - ¢'(X) (unde ¢'(X) = emmdc(go(X), 91(X))), se divide cu 1 + X?.

Daca ¢'(X)) = 1, se ajunge la o contradictie (deoarece a(X) are grad mai mic decat p
si nu este polinomul identic nul). Deci grad(¢/(X)) > 1. In acest caz, toate mesajele de
informatie b(X) + a(X) [¢(X)]' (1 + X? + X% 4+ ), (t > 0) se codifici identic, ceea ce
va conduce la imposibilitatea decodificarii.

Reciproca se demonstreaza similar. 0

17.5 Exercitii

17.1 Determinati dyy, pentru fiecare din codurile urmdatoare:
(a) go(X)=1+X% g(X)=1+X+X*
(b) G(X)=1+X+X2+ X3 ¢(X)=1+X%2+X3;
() @X)=1+X*+X*" ¢X)=14+X+X*+ X"
17.2 Folosind (2,2) - codul convolutional definit in Exemplul 18.7, si fereastra de decod-
ificare b =7, decodificati (cat este posibil) secventele
v = 01000001000 ..
v = 11000110010010001110010. ..

17.3 Trasati diagrama retea a (2,1) - codului convolutional generat de go(X) =1 = X2+
X34+X*. Folositi algoritmul Viterbi pentru decodificarea secventei v.= 1000001000001000 . . .
17.4 Fie (2,1) - codul generat de go(X) =1+ X + X? + X?, ¢1(X) =1+ X? 4+ X?.
Decodificati primele 4 caractere de informatie ale cuvantului receptionat ¢ = 11000000. . .

pentru
b=2, b=3, b=4.

17.5 Generalizati conceptul de diagrama retea la (n, k) - coduri.
Trasati reteaua (2,2) - codului definit de circuitul liniar:

y n—1
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17.6 Generalizali notiunea de diagrama de translatare pentru (n, k) coduri binare.
Construiti diagrama de translatare a codului definit in exercitiul anterior.

17.7 Demonstrati Propozitia 17.2,

17.8 Pentru codurile definite in Ezxercifiul 17.1, determinafi diagramele de translatare

dip — 1
st d(t) pentru 1 <t < [ lb2 ]

dip — 1
17.9 Ce se intampla daca se incearca sa se determine d(t) pentru t > lb2 ] ?

17.10 Construiti un algoritm pentru determinarea lui d(t) in cazul unui (n,1) - cod
diip — 1
dat).
2 } a)

convolutional (1 <t < [

17.11 Pentru fiecare din codurile urmatoare, decideti daca sunt catastrofice sau nu. In
caz afirmativ, determinati ciclurile de pondere 0.

(@) gX)=1+X, aX)=1+X+X?>+X?%

b)) @X)=1+X+X' gX)=1+X?+ X%,

() @X)=1+X+X? gX)=1+X+ X3+ X"



Capitolul 18

Coduri - tablou

18.1 Definirea codurilor tablou

In Capitolul 3 au fost definite codurile - produs. Desi construct ia prezentata era cunoscuta
din anii ‘60, dezvoltarea acestei clase de coduri a fost exploziva abia dupa trei decenii,
odata cu introducerea pe piata a telefoniei mobile. Acum s-a aratat ca orice cod - bloc
poate fi generat finit recursiv, folosind o varianta de coduri - produs.

Sa consideram o clasa particulara de coduri - produs binare, in care n; = k1 +1, no =
ks + 1 (deci singurul simbol de control este bitul de control al paritat ii). Acest cod este
generat de produsul Kronecker a doua matrici de forma

100 ... 01
010 ...01

Gp’erl: . (1)
000 ... 11

unde p = kq, ko.

Un astfel de (ng - ng, ky - k2) - cod are distant a d = d; - dy = 2 -2 = 4, deci corecteaza
o eroare si detecteaza doua erori. Chiar daca in scrierea liniara a cuvintelor - cod ultimul
simbol de control se poate elimina (el este de fapt suma modulo 2 a bit, ilor de control de
pe ultima linie si coloana) distant a se reduce la 3, deci capacitatea de corectare a unei
erori ramane.

Exemplul 18.1 Fie un (3,2) - cod binar sistematic, generat de matricea G = < (1) (1) 1 )

Codul produs (3,2)(3,2) = (9,4) va avea ca matrice generatoare

1010001O01
: 011000011

! / J—
Gr=CtimesG=119 090101101
000011011
Daca a = 1001 este un mesaj de informat e, el se codifica in

x = aG’ = 101011110, sau — folosind forma matriciala:

= 10101111

X =

= O

0
1
1

1O = =

o~

caracterele de control fiind subliniate, iar cuvantul - cod este transmis linie cu linie.

215



216 CAPITOLUL 18. CODURI - TABLOU

18.2 Structura de ret ea a codurilor tablou

In cadrul codurilor convolut ionale s-a definit o structura de ret ea pentru facilitarea
codificarii, decodificarii, detectarii si corectarii de erori (Prelegerea 17). Aceasta structura
se poate extinde cu mici modificari si la codurile liniare.

Fie C un (n, k) - cod liniar care se poate reprezenta printr-un cod - tablou. Lui i se
asociaza un graf orientat cu arce marcate. Varfurile grafului sunt partit ionate in coloane
Vo, Vi, oy V-1 (N. <n+1). O coloana V; cont, ine mult, imea starilor la care se poate
ajunge la momentul i. Fiecare arc U pleaca dintr-o stare ¢; € V; si ajunge la o stare
¢m € Vip1 (i > 0); in acest caz, ¢, este succesorul lui g;, iar g; este predecesorul lui gy,.
Arcul este marcat cu o pereche 6(U)/I(U), unde §(U) € Z; este un mesaj de informat ie,
iar [(U) € Z; este mesajul - cod corespunzator (de obicei ele se reduc la cate un singur
caracter).

Proprietat

(@) Vo = {a}, Vn,-1 = {qn.-1}; deci, orice ret ea pleaca dintr-o stare unica gg
(radacina) §i ajunge de asemenea intr-o stare unica qy,—1 (¢ inta);

(b)  Orice stare este accesibila din radacina prin cel puf in un drum;

(¢c)  Din orice stare se poate ajunge la { inta prin cel put in un drum.

Numim drum prin ref ea un drum de la radacina la t, inta. Printr-o ret ea se pot
cataloga toate cuvintele unui cod liniar reprezentabil sub forma de cod - tablou. Orice
cuvant - cod corespunde unui drum unic prin ret ea. Deci o astfel de ret ea va cont ine
¢" drumuri distincte. Fiecare astfel de drum are doua marcaje:

(1)  concatenarea marcajelor de informat ie §(U) ale fiecarui arc U al drumului;
aceasta secventa formeaza mesajul de informat ie care se codifica.

(1)  concatenarea marcajelor ((U) ale fiecarui arc U al drumului; ele formeaza
cuvantul care codifica secvent a de informat ie.

In acest fel, operat, ia de codificare sau decodificare (fara corectare de erori) se reduce
pentru fiecare mesaj de informat ie (cod) la determinarea acelui drum prin ret ea, marcat
de mesajul respectiv.

Sa consideram numai (n; - ng, k1 - ko) - coduri - tablou binare (generalizarea la cazul
nebinar se face fara probleme deosebite). Pentru aceste coduri se pot construi evident
mai multe structuri de ret ea; vom considera aici numai ret ele cu un numar minim de
stari pe fiecare coloana. Construct ia unei astfel de ret, ele va necesita

Ns — 2min{k1,k2}

stari (reamintim, aici k; = n; — 1, i = 1,2). Procedura de generare ([8]) a ret; elei este:
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1. Fie ny = min{ny,ny} (pentru cazul invers se procedeaza similar);

2. Se determina numarul N, de stari si numarul N, de coloane prin relat
iile
N, =2m~1 N.=ns+1;

3. Pentru fiecare coloana V,, (0 < p < N.—1) se noteaza elementele (starile)
sale prin (A), = (a1az .. .ax,),, unde a; € Zy;

4. Radacina ret; elei este (00...0)q, iar scopul este (00...0)n.—1;

5. Pentru orice pereche de stari (A4, B) € V,/timesV,+; (0 <p < N.—2), se
marcheaza arcul corespunzator cu 6,(A, B)/l,(A, B) definite §,(A, B) =
(A)p + (B)pt1, (A, B) = 6,(A, B)cy, unde ¢; este bitul de paritate al
secvent, ei 0,(A, B) iar suma se realizeaza in Zs.

6. Arcele care leaga starile A € Vy, o de t inta au oy, _o(A,B) =
€,In.—2(A,B) = (A)n,_2c1 unde ¢; este bitul de paritate al secvent ei
(A)n,_o care definegte starea A.

Exista 2¥1*2 drumuri distincte prin ret, ea, fiecare corespunzand unui cuvant - cod unic.
Procedura poate fi extinsa usor la codurile produs cu mai multe simboluri de control.

Exemplul 18.2 Sa construim ref eaua asociata codului tablou (3,2)(3,2) (deci ny =
ne =3, ki = ky =2, d =4). Ea va avea Ny, = 2™t = 2371 = 4 stari distincte si
N.=n9+1=34+1=4 coloane.
Fiecare stare va fi de forma (ajaz2), cup=0,1,2,3, a;,ay € {0,1}.
(00)o i (00)3 vor fi radacina respectiv t inta ret elei.
Marcagele arcelor sunt de forma 6,(A, B)/l,(A, B), obt inute prin toate combina-t iile
posibile ale lui (aiaz), $i (a1a2)p41-
Astfel, pentru p =0 avem:
56(00,00) = (00)o + (00); = 00 §,(00,01) = (00)y + (01); = 01
56(00,01) = (00)o + (10); = 10 8,(00,11) = (00) + (11); = 11.
iar fiecare arc va fi marcat cu o pereche de forma
50/[0 = CLI(IQ/CLICLQCI
unde ¢; = a1 + as.
Pe nivelul p = 1, arcele sunt marcate prin perechi din tabelul urmator:

51(A,B)| 00 01 10 11
00 | 00/000 01/011 10/101 11/110
01 | 01/011 00/000 11/110 10/101
10 [10/101 11/110 00/000 01/011
11 |11/110 10/101 01/011 00/000

La ultimul nivel, pentru p = N. — 2 = 2 vom avea d3(A,00) = € si
15(00,00) = 000, 15(01,00) = 011, I5(10,00) = 101, I3(11,00) = 110 (pe ultimul arc sunt
numai simboluri de control).
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Ret eaua se poate reprezenta grafic astfel:

€/000
01/011 €/011
Y
w w
A
10/101 10 10 ¢/101
L 11/110 /110

_—c 1)
Exemplul 18.3 In mod similar se construiesc codurile tablou obt inute prin produsul a
doud (3,2)(ng, ko) - coduri bloc. Toate au acelasi numdr de stiri Ny = 2% = 4, doar
adancimea (numarul de coloane) variind in funct ie de ny (N, = ny + 1). Reprezentarea
grafica a ret elei este

marcajul nodurilor fiind realizat similar cu cel din Exemplul 18.2.

18.3 Decodificarea codurilor tablou

Operat, ia de codificare se realizeaza foarte simplu: fiecare mesaj de informat ie de ky - ko
caractere, se scrie ca o secventa de ko + 1 grupuri, primele ko grupuri avand cate ky
simboluri, iar ultimul €. Aceasta secventa traseaza prin ret, ea un drum unic
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(00...0) —A; —...— An._2—(00...0)
de la radacina la t inta. Ceea ce se obt ine prin concatenarea iegirilor
lO(OO Ce O, A1>l1(141, AQ) C lNC_Q(ANC_Q, 00... 0)
va fi un cuvant - cod al (ng - ng, kq - ko) - codului - tablou reprezentat de ret, ea.
Pentru decodificare se poate folosi o varianta a algoritmului Viterbi, cu mici modificari,
necesare trecerii de la codurile convolut, ionale la coduri bloc.

1. Cuvantul recept ionat este impart it in ny subcuvinte, fiecare avand n;
valori digitizate (vezi Exemplul 18.4) ale alfabetului - cod.

2. La fiecare nivel p, pentru fiecare arc (A,, B,+1) se calculeaza metrica
arcului, care este distant, a euclidiana dintre al p+ 1-lea subcuvant recept
ionat si [,(A,, Bp+1). Distant a euclidiana dintre x = zy25...2, sl y =
Y1Y2 . . . Yp €ste

dp(x,y) = (1 —11)* + (x2 —32)* + ... + (20 — yn)*.
3. Pentru fiecare nod B al ret, elei se determina metrica nodului B, astfel:

(a) Metrica nodului radacina este 0;

(b) Pentruun nod B,y € V41 (p > 0), metrica lui B este cea mai mica
valoare a sumei dintre metrica unui nod A, € V, si dg((A),, (B)p+1),
minimul fiind luat dupa toate nodurile din V,.

4. Arcul selectat in calculul metricii nodului se introduce intr-un drum posi-
bil, iar toate celelalte arce de pe nivelul respectiv sunt eliminate.

5. Dupa ce s-a calculat metrica nodului t inta, se considera drumul posibil
corespunzator si decodificarea se face prin concatenarea sub-mesajelor
de informat ie care marcheaza arcele acestui drum.

Exemplul 18.4 Sa reluam codul - tablou definit in Exzemplul 18.2. Presupunem cad $-a
transmis cuvantul cod a = 011101110 sz s-a receptionat mesajul digitizat
b” =02 04 04 0.3 0.1 0.9 1.0 0.9 0.6.

Presupunand ca orice simbol digitizat din intervalul [0.0,0.5) reprezinta caracterul bi-
nar 0, iar [0.5,1.0] reprezinta 1, putem considera cd s-a primit secvent a b = 000001111
deci au aparut 4 erori. Intr-o decodificare obisnuita a codurilor liniare, deoarece d = 4,
erorile nu pot fi corectate. Folosind structura de ret ea insa, acest lucru este realizabil. Sa
detaliem pasii decodificarii cuvantului b”.

— Metrica nodului radacina (00)g este 0.

— Prima subsecventa de nqy = 3 caractere primite este 0.2 0.4 0.4.

— Se calculeaza metricile celor patru arce care pleaca din radacina:

dE((OO)O, (00);) = (0.2 — 0.0)> + (0.4 — 0.0)? + (0.4 — 0.0)*> = 0.36;
dr((00)e, (01);) = (0.2 — 0.0)® + (0.4 — 1.0)* + (0.4 — 1.0)? = 0.76;
dr((00)g, (10);) = (0.2 — 1.0)2 + (0.4 — 0.0)> + (0.4 — 1.0)? = 1.16;
dg((00)o, (11);) = (0.2 — 1.0)* + (0.4 — 1.0)*> + (0.4 — 0.0)? = 1.16.

— Metricile celor patru noduri de pe nivelul 1 sunt chiar aceste valori.
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— Urmatorul submesaj primit este 0.3 0.1 0.9. Pentru nodurile de pe nivelul 2, valorile
calculate ale metricilor (metrica nodului predecesor plus metrica arcului) sunt:

(00), (01)2 (10) (11),
(00), [ 127 127 087 242
(01); | 1.67 1.67 2.87 1.37
(10); | 1.67 327 207 2.07
(11); | 3.27 1.67 207 2.07

— Minimul pe fiecare coloand ale acestor valori (scris ingrosat) reprezintd metrica nodu-
lui respectiv. Deci nodurile (00)2 si (01)y au metrica 1.27, (10)2 are metrica 0.87, iar (11)q
are metrica 1.37.

— Ultima subsecventa de trei caractere digitizate este 1.0 0.9 0.6. Valorile calculate
ale metricilor (metrica nodului predecesor plus metrica arcului) drumurilor care ajung in
nodul t inta sunt:

(00)s
(00), | 3.44
(01), | 2.44
(10), | 1.84
(11), | 1.74

Deci metrica nodului tinta este 1.74. Refacand acum traiectoria in sens invers, se obt
ine drumul posibil (00)g — (01); — (11)2 — (00)s, reprezentat in figura

Prin concatenarea marcagjelor arcelor de pe acest drum, rezulta cuvantul - cod 011101110
(care coincide cu mesajul transmis a) si decodificarea lui - mesajul de informat ie 0110.

18.4 Coduri tablou generalizate (GAC)

Definit ia codurilor - tablou se poate extinde pentru a cuprinde si alte clase de coduri
liniare (Hamming, Reed - Muller) sau ciclice (BCH, Reed - Solomon); ceea ce se obt; ine
este un cod - tablou generalizat (GAC - Generalized Array Codes).

Un GAC este o suma binara de doua sau trei coduri - tablou, completate eventual cu
linii nule. Procedura de construct ie a unui astfel de (n, k) - cod C' este:

A. Fie (7 un cod - produs prin inmult irea Kronecker G 4,'timesG 4,, unde:

(1) G, este o matrice ky'times(k; + 1) de tipul (1);

(17) Gay = (Liy| Jkymo—ky) unde Iy, este matricea unitate iar J este o matrice cu toate
elementele 1;
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(i) n = (k1 + 1) - ng, ka = ky - ka.

B. Fie C5 un cod - produs prin inmuly, irea Kronecker G'g,"timesGp,, unde:

(i) G, este o matrice 1'timesnp, cu toate elementele 1;

(11) G, = (G3|Gy4) este o matrice kp'timesnp, unde G3 este o matrice cu coloane 0
sau 1, iar G4 este o matrice de tipul (1) cu kp linii. Coloanele lui Gz, pot fi eventual
permutate.

(1ii) n = np, - np,.

C. Fie C5 un cod - produs prin inmult, irea Kronecker G¢,’timesGc,, unde:

(i) Ge, = (00...01) are dimensiunea 1'timesnc,;

(17) Go, = (11...1) are dimensiunea 1'timesnc,;

(7i1) n = ne, - ne,.

D. Codul C este Cy + Cy sau C] + C5 + (5 unde suma se efectueaza in Z,; el are
lungimea n, k = ka+ kp respectiv k = k4 + kg + 1 simboluri de informat ie si este generat
de matricea

( o > » GAl/tqjmeSGA2
't B, timesG p,
Gp,'timesGp, Ge,'timesGc
1 2

In exemplele urmatoare vom prezenta sub forma de coduri GAC unele din cele mai
cunoscute coduri - bloc (liniare sau ciclice).

Exemplul 18.5 Sa considerdm

0 1
Ga=101011], Ga=(011)
( 0011
Gp, =(1111), Gp, =(01).
Dimensiunile codului sunt n =4-2=38, k=34 1=4. Matricea generatoare va fi
11000011
G 00110011
{000 O0T1 111
01010101

Aceasta corespunde unui cod Reed - Muller RM(1,3). Daca se ignord ultima coloand
(de control), se ob{ ine un (7,4) - cod Hamming binar.

Aranjarea sub forma de tablou a cuvintelor - cod din cele doud coduri - produs compo-
nente este urmatoarea:

Fie a = ajasazay un mesaj de informat ie. Atunci cuvantul - cod x este dat prin:

a; pi1 0 ay
X1=a2 D2 x2:0a4,
as ps 0 ay
Pa Ds 0 ay
a; p1+ay
X =X1 + X2 = G2 P2 04 = (a1, a4 + p1, G2, P2 + G4, a3, P3 + 4, Ps, Ps + a4),
ag p3+ay
D4 Pa+ay

unde p; = a; (1 <i < 3) gi py = a1 + ag + ag sunt simboluri de control.

Exemplul 18.6 Codul RM(1,4) poate fi generat cu un cod GAC' astfel:
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1 001
Ga=101 01 Ga,=(1111)

0011
G =(1111) GB:(gé(l)i)

Decin=4-4, k=3+2=5

1111000000O0OO0O11T11
0000111100001 1T11
G=100000O0OO0OO0O1T1111111
0101010101 01010O01
001100110011 00O0T11

Eliminand ultimul simbol de control (ultima coloand din matricea G) se ajunge la un
(15,5) - cod binar cu d =7, care este un cod BCH.

Fie a = ayasazaqsas un mesaj de informat ie. Reprezentarea tabelara a cuvintelor - cod
este:

ay p1 p1 pr 0 as as aqs+as
x, = @ P2 P2 P2 xg= O 4 G5 st
as ps pP3 P3 0 ay as ag+as’
Dis Pa Pa D4 0 as as as+as

a1 pr+as pr+as p1+ag+as

a2 p2t+a4 p2tas p2+ag+as

az ps+ay p3s+as p3t+agtas’

Ps Patay pyt+as pst+ag+as

unde p; = a; (1 <1 <3), py = a1 + ag + az sunt simboluri de control.

X = X1+ Xg =

Exemplul 18.7 Sa plecam de la urmatoarele matrici de baza:
10 01
Ga,=Guy=1|1 010 1
0011
Gp,=Ge,=(1111), Gp,=Gc, =(0001).
Se obt ine un cod C' =C1+Cy+C3 cun=4-4=16, k=3-3+1+1 =11 si matrice
generatoare

10010000O0O0O0O0CT1TO0O0T1
01010000O0O0OO0OO0OO0T1O01
00110000O0O0OO0OO0OO0O0T11
000010O01O0O0O0OO0OT1O0TO01
0000O0101O0O0O0O0OO0T1O01
G=100000011O00O0O0O0O0CT171
00000O0OO0OO0O1O0O0O1T1O0O01
0000O00O0OO0OO0O1O010T10O01
00000O0OO0OO0OO0OO0O1T1O0O0T11
00010001O0O0O0O10O0O0T1
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TT1T11
El are d = 4 si este echivalent cu un cod RM(2,4). Daca se elimind ultimul simbol

de control, se obt ine un (15,11) - cod Hamming binar.
Fie a = ajay...ay; un mesajy de informat ie. Cuvantul - cod x este format din:
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ay as asz p1 0 00 Q10 0 0 0 0
a4 as G P2 o 0 0O Q10 . 0 0 0 0
L= o ag a9 p3 2T 000 ap’ BT 0 0 0 0
Pa Ps De Pr 0 0 0 ap ai; Gy aip A

ax a9 as D1+ aio

o as g P2 + ao

X =X1 +Xo + X3 =
! 2 3 ar as ag p3 + ao

P4+ a1 ps+ann pe+ann pr+apg+an

Exemplul 18.8 Pentru (24,12) - codul Golay binar extins se poate da urmatoarea reprezentare

GAC:

10001111
1 01 01001111
GA1:(011>GA2:00101111
00011111
11101101
Gp,=(111) Gg,=[ 10111101
10101111
Go,=(001) Gg,=(11111111).
Fie a = ajas . ..a12 un mesaj de informat ie.
Pentru obt inerea cuvantului - cod, avem:
ap a2 a3 a4 P11 P2 P3 P4
X1 = a5 G a7y Gag Ps Pe Pr P8
Po Pio P11 P12 P13 P4 Pis Pie
Ci G9 Co Q10 C3 C4 A11 Cs
X2 = C Q9 C2 aip C3 C4 Q11 Cs
C1 a9 C2 G0 C3 C4 Q11 Cs
o o o0 o o0 o0 o0 0
x3= 0 O O O O 0 0 O
a2 G12 G122 ai2 G2 G2 412 412
deci
X = X3 + Xg + X3 =
ai + ¢ az + ag a1 +ps C5 + P4
as + ¢ ag + ag a1 + pr Cs + Ps
12 +pg+c1 a2+piota ... a2+ ain +pis a2+ pie +Cs

De remarcat maniera mult mai simpla de codificare, ea reducandu-se la adunari de
valori binare (pentru simbolurile de control) si adundri de matrici binare.

18.5 Decodificarea codurilor GAC

Pentru decodificare se poate folosi tot algoritmul lui Viterbi aplicat unei structuri de ret
ea sub care se pot reprezenta aceste coduri. Structura de ret, ea se construieste similar cu
cea a codurilor - tablou, cu unele mici modificari datorate definit, iei cuvintelor - cod, ca
sume de doua sau trei alte secvent, e.

Vom considera reprezentarea cuvintelor unui cod GAC' sub forma de tablou cu n linii
si ny coloane. Fie k; numarul de simboluri noi de informat ie care pot apare pe linia 7 a
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cuvintelor - cod si t = max {k;}.
1<i<n

1. Numarul de coloane (adancimea ret, elei) este N. = n; + 1, iar numarul
de stari distincte este N, = 2°.

2. Fiecare stare de pe coloana p se noteaza (ajas . ..a;), unde a; € Zy (1 <
i <t).

3. Radacina ret elei este (00...0)q iar ¢ inta (00...0),,.

4. Fiecare arc (A,, Bp+1) de pe nivelul p este marcat cu o pereche
0,(A,B)/l,(A, B) unde 0,(A, B) este secvent a de simboluri noi de
informat ie de pe linia p (eventual €), iar [,(A, B) este linia p a cuvantului
- cod.

5. Daca A, si B, 1 sunt legate printr-un arc si |0,(A, B)| = s, atunci B,y =
A, +6,(A,B)0"2,

6. Daca construct ia codului GAC' a folosit si codul C3, atunci fiecare nod
de pe coloana nsy este legat de { inta prin doua arce, marcajul celui de-al
doilea arc fiind complementara marcajului primului arc (pe acest nivel

Gy (A,00...0) =¢).

ni
In aceasta construct ie de ret ea sunt HQ"“ drumuri distincte, fiecare din ele core-
p=1
spunzand unui cuvant - cod.
Operat iile de codificare/decodificare (inclusiv aplicarea algoritmului Viterbi a-daptat)
sunt identice cu cele definite la codurile - tablou.

Exemplul 18.9 Reluam codul definit in Exemplul 18.5. Pentru el se poate construi o ret
ea in felul urmator:
Sunt necesare N, =mnq +1=44+1=>5 coloane. Pentru numarul de stari, sa studiem

forma de tablou a cuvintelor cod:

ap p1+ag

az P2+ a4

az p3+aq

P4 Patay

In aceasta reprezentare, pe prima linie sunt doud simboluri de informat ie (ay $i ay), pe a
doua gi a treia cate unul (as respectiv ag, ay nefiind simbol now), iar pe a patra linie, nici
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unul. Deci numdrul de stari al ret elei este Ny = 2% = 4, fiecare stare fiind reprezentatd
printr-o secventd de t = 2 caractere binare (00,01,10,11).

Funct ia 0 este definita prin

50(00, B) = a1d4, 51(/1, B) = Qg, 52(A, B) = as, 53(14, OO) = €.

Nodurile si arcele sunt marcate cu valorile date de tabelele urmatoare:

So(A,B)/lo(A,B)| 00 10 01 11
00 00/00 10/11 01/01 11/10
51(A,B)/L(A,B)| 00 10 01 11
00 0/00 /11 — -
10 1/11 0/00 — -
01 —  — 0/01 1/10
11 —  — 1/10 0/01
55(A,B)/l,(A,B)| 00 10 01 11
00 0/00 /11 — —
10 1/11 0/00 — -
01 —  — 0/01 1/10
11 —  — 1/10 0/01
d3(A, B)/l3(A,B) | 00
00 ¢/00
10 e/11  pentru codul RM(1,3),
01 ¢/01
11 /10
03(A, B)/l3(A,B) | 00
00 c/0
10 e/l pentru (7,4) - codul Hamming
01 /0
11 e/1

Exemplul 18.10 Reprezentarea prin ret ea a codurilor RM(1,4) si (15,5) — BCH
construite sub forma de GAC in Exemplul 18.6 se realizeaza astfel:

Addncimea et elei (numarul de coloane) este N, = 4 + 1 = 5. Numarul mazim de
simboluri de informat ie noi se afla pe prima linie a cuvintelor - cod (a1, a4, as); deci ret
eaua are Ny = 23 = 8 stari distincte.

Funct ia 0 este definita

50(000, B) = 10405, 51(14, B) = Qa, 52(14, B) = as, 53(14, 000) = €.

iar funct ia l:

lo(OOO, B) = a1 (Cll + CL4>(CL1 + CL5)((11 + a4 + CL5)

ll(A, B) = CLQ(CLQ + CL4)<CL2 + CL5>(CL2 + a4 + CL5>

12(A, B) = as(as + aq)(as + as)(az + as + as)

I3(A,000) = (a; +as+as)(a; +as+asz+ay) (a1 +as + az+as)(ay + as + az + ag + as)
pentru codul RM(1,4). Pentru (15,5) - codul BCH se elimind ultimul bit de control.

Nodurile si arcele sunt etichetate conform tabelelor:
so/lo ‘ 000 100 001 101 010 110 011 111

000 ‘ 000/0000 100/1111 001/0011 101/1100 010/0101 110/1010 011/0110 111/1001




226

CAPITOLUL 18. CODURI - TABLOU

§/li | 000 100 o001 100 010 110  0l1 111
000 | 0/0000 1/1111  — — — - - -
100 | 1/1111 0/0000  — — — - - -
o1 | — —  0/0011 1/1100  — - - -
01 | — —  1/1100 0j0011  — - — - (i=1,2)
010 | — - - —  ojol01 1/1010  — -
1o | — - - —  1/1010 o0jol01  — —
o1 | — - - - - —  0/0110 1/1001
1t | — - - — — —  1/1001 0/0110
83/l | 0000 §3/13 | 0000

000 | /0000 000 | ¢/000

100 | e/1111 100 | ¢/111

001 | ¢/0011 001 | ¢/001

101 | e/1100  respectiv 101 | ¢/110 -

010 | ¢/0101 010 | ¢/010

110 | ¢/1010 110 | ¢/101

011 | /0110 011 | /011

111 | /1001 111 | ¢/100

De remarcat ca aceasta ret ea se poate reprezenta folosind numai 4 stari in loc de 8:

@

@

-
=

@

@

@

;1—" i
—

‘@

‘@

Cele doua arce care leaga doud noduri sunt marcate cu etichete complementare. FExcept
ie fac arcele de pe primul nivel unde in definif ia funct iei dy este complementat numai
primul bit (a1); ceilalf i doi bit i de informat ie agas sunt identici pentru fiecare pereche
de arce s formeaza marcajele nodurilor succesor de pe nivelul 1: 00,01, 10, 11.
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Alte reprezentari de coduri - bloc

19.1 RLL - coduri

Sistemele de comunicare actuale (telefonice, de inregistrare etc), datorita vitezei mari
de lucru, difera substant ial de canalele clasice (binar simetrice). Pentru ele se folosesc
filtre de banda capabile sa elimine fenomenul de interferenta care apare. Numite canale
cu raspuns part ial, ele corecteaza aceste interferent e folosind algoritmi de tip Viterbi,
incorporat i prin construct ie. Reusita decodificarii corecte a cuvintelor recept, ionate este
asigurata de supra-codificari ale mesajului sursa. In prezent sunt folosite trei supra-coduri
care asigura transmiterea fara interferent, e (in anumite limite) a mesajului: acestea sunt
codurile cu lungime limitata si codurile balansate pentru codurile-bloc, turbo-codurile
pentru ocdurile convolut, ionale.

Definitia 19.1 Un cod cu lungime limitata (RLL - Run Length Limited Codes), sau
(d°, k°) - cod, este un cod - bloc cu proprietatea cd orice doud simboluri 1 consecutive sunt
separate prin p zerouri, unde d° < p < kY.

Parametrul d° este folosit pentru controlul interferent ei dintre simboluri (feno-men
care apare la viteze de transmisie mari, apropiate de capacitatea de saturat ie a canalului);
k° impune numéarul maxim de zerouri care pot apare, pentru pastrarea unei rate de
informat, ie cat mai convenabile.

Fie C' un (n,k) - cod bloc care poate fi reprezentat sub forma de cod tablou (n; -
na, k1 - k2), si €1, un cuvant binar de comutat ie. Codul C'+c¢ = {a+cla € A} va fi tot
un (n, k) - cod, cu restrict ii RLL.

Dificultatea acestei construct, ii rezida in modul de alegere a vectorului c. De aceea,
vom detalia procedura de codificare pentru obt inerea de coduri RLL cu d° = 0:

1. Se definegte codul - tablou (ny - ng, k1 - ky) care trebuie transformat.
2. Se defineste cuvantul de comutat, ie ¢ = cycy ... Cp,, unde ¢; =
CiyCig -+ - Ciyy, (1 <i < ny) este secvent a binara de comutat ie pentru linia i.
3. Pentru linia i (care este un cuvant - cod cu un singur simbol de control),
cuvantul de comutat ie verifica urmatoarea condit, ie:
Daca n; este par, ¢; are un numar impar de 1,
altfel, c; are un numar par de 1.

Exemplul 19.1 Fie (16,9) - codul tablou, avand cuvintele - cod de forma

227
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ap az asz pi1
aqg a5 Gg P2
ar ag ag ps
Ps Ps Ds D7
(este codul Cy construit in Exemplul 18.7). Deoarece ny = 4, cuvantul de comutat ie al
fiecarei linii cont ine un numar impar de 1. Vor exista opt variante posibile pentru c;:
0001 0010 0100 1000 1110 1101 1011 0111,
deci se pot defini Ny = 8* cuvinte de comutat ie distincte c.
Daca se ia de exemplu ¢ = 0100110110001110, codul RLL definit pe baza lui va avea
cuvintele - cod
ay az az P
ay as Qg P2
a7 ag Qg ps3

Ps P5s DPe Pr

unde s-a notat T =1 — x.

Tehnica descrisa mai sus se poate extinde la coduri GAC, conducand la coduri cu pro-
prietat i RLL optime ([8]). Generalizarea este urmatoarea:

1. Daca ny este par, ¢; (1 <1i < ny) cont ine zero sau un numar impar de 1;
2. Daca ny este impar, ¢; (1 <i < ns) cont ine un numar par de 1;

3. Daca n = ny - ng este par, cuvantul de comutat ie ¢ va cont ine un numar
par de 1;

4. c; nu este cuvant - cod al codului care formeaza liniile; daca aceasta nu se
poate evita, atunci c;y1 se alege de asemenea dintre cuvintele aceluiasi cod.

Exemplul 19.2 Fie un (8,4) - cod binar care codifica fiecare mesaj de informat ie (a1, as, as, ay)
in

a; ai+ ay

as Q9 + Gy

as as—+ ay

P1 p1tag

Deoarece n i ny sunt pare, alegem c; (1 < i < 4) cu numar impar de 1, astfle incat
numarul total de 1 din c sa fie par. Putem lua de exemplu
ci =10, ¢c2=00, c3=01, c4=00
Deci secvent a generala de comutat ie este ¢ = 10000100 si cuvintele - cod cu restrict
1a RLL sunt

a; ai+ ay
as Qo + G4
as as—+ a4
P1 P1t+ay

Studiind toate cele 16 cuvinte - cod, se gasesc trei cuvinte cod care incep cu trei caractere 1
si trei cuvinte - cod care se termind cu trei caractere 1. Deci k° = 6 si se poate demonstra
cd aceasta este valoarea minimd care se poate obt ine pentru k° in cazul (8,4) - codurilor.

Daca se relaxeaza codul prin eliminarea ultimulur simbol de control, se ajunge la un
(7,4) - cod Hamming binar, cu k* = 7.
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Pentru decodificarea codurilor RLL se poate folosi structura de ret ea definita in cazul
codurilor GAC, cu o singura modificare: la marcajul arcelor, se inlocuieste [,(A, B) :=
[(A, B) + cp.

Exemplul 19.3 Sa reluam (8,4) - codul GAC de mai sus, a carui ret ea este descrisa

in Exemplul 18.5. Folosind secvent a de comutat ie ¢ = 00010001, se obt ine un cod RLL
cu aceeast structura de ref ea:

et 1

11 1
Z/

)

€

—
]

]

&)
JIC

)
)

tar marcajele arcelor:

So/ly] 00 10 01 11
00 |00/00 10/11 01/01 11/10
S/l 00 10 01 11
00 |0/01 1/10 — —
10 [1/10 0/01 — -
0oL | — — 0/01 1/11
11| —  — 1/11 0/00
§/l| 00 10 01 11
00 |0/00 1/11 — —
10 |1/11 0/00 —  —

00 | — — 0/01 1/10

11| —  — 1/10 0/o1
3s/ls | 00

00 | /01

10 | ¢/10

01 | e/00

11 |e/11

(pentru (7,4) - codul Hamming binar se ignora ultimul bit din l3).
De remarcat ca fata de Exemplul 18.5 s-a modificat numai marcajul nodurilor de pe
nivelele 1 $i 3).

19.2 Coduri balansate

Codurile balansate reprezinta o clasa speciala de coduri RLL in care fiecare cuvant - cod
are un numar egal de 0 si 1. Avantajele pe care le ofera aceasta condit ie (sigurant a la
transmiterea de date la viteze mari, capacitatea de auto-control al tact ilor, posibilitat
i de detectare si corectare a erorilor comparabile cu codurile - bloc) o recomanda ca o
masura eficienta de codificare suplimentara.
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Algoritm B:

Fie a = ajas . ..a, un mesaj de informat ie. Definim urmatorul cuvant - cod
tablou balansat asociat lui a:

1. Se alege n; astfel ca 2ny — 2 < k si se noteaza n =4 - ny.

2. Se construiegte un cuvant - cod tablou cu primele 2n; — 2 caractere de
informat, ie:

ap as as ... Q2p;-3 P1
el @ T T ... G P1
a G4 G ... Qd2p;—2 P2
az G4 Qg ... Q2p—2 P2

Cuvintele de aceasta forma, citite pe coloana, formeaza un (n,2n; — 2) - cod
tablou balansat C, avand d = 4. C' este folosit pentru definirea caracterelor
de control p; si ps.
3. Se definesc funct iile fi, fo : Zy — Z5 prin

fl(x>y) = ([E,f,y,y)

fg(l’,y) = (w/\y,x/\y,f/\y,f/\y)
unde A este operatorul boolean obisnuit. Evident, coloanele codului C' sunt
codificate folosind f;.
4. Se construiegte cuvantul - cod u folosind ultimele k& — 2n; + 2 caractere de
informat, ie X = agy,—1a2y, - . . a; astfel:

1. Daca x =0...00, atunci u = fi(ay,a2) fi(as, a4) ... f(p1,p2);
2. Daca x =0...01, atunci u = fi(ay,a2) f1(as,aq) . .. f1(p1, p2);

3. In rest, u = g(ay,az)g(as,ay) . ..g(p1,p2), unde

(i) g este fy sau fy; fiecare din ele apare de un numar egal de ori (cate
ny1/2 aparit ii);

(ii) Daca se noteaza fy cu 0si fo cu 1, lui ui se asociaza o secventa o de
ny caractere binare, cu proprietatea ca pentru primele 2n; — 2 caractere
de informat ie fixate, aplicat ia x +— « este izotona fata de relat ia de
ordine lexicografica.

5. Cuvantul - cod final se obt, ine prin scrierea pe fiecare linie a unei valori
fi(z,y) din u. El apart, ine astfel unui cod GAC' A de dimensiuni n,'times4.

Sunt multe modalitat i de transformare a unui cod - bloc binar intr-un cod balansat;
de exemplu dublarea fiecarui cuvant - cod a cu o secventa identica (aa) sau cu caractere
complementate (aa) conduc la coduri balansate. Construct ia unui cod balansat realizata
prin Algoritmul B asigura posibilitatea construct iei unei ret, ele de decodificare in maniera
celei din Prelegerea 18.

In construct ia data de Algoritmul B mai trebuie rezolvata problema alegerii lui n;.
Aceasta se realizeaza folosind urmatoarea teorema:

Teorema 19.1 Fiind dat k, ny este de forma n; = 2s unde s este cel mai mic numar
2
pozitiv care verifica inegalitatea
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2k+2—4s S 92 + 0258 (])

Demonstrat ie: Condit ia ca ny sa fie par rezulta din cerint a ca in u jumatate din cele
ny funct ii ¢ sa fie fo si jumatate sa fie fo. Fie deci ny; = 2s.

Din condit ia 2n; — 2 < k rezulta k + 2 — 4p < 0.

Deoarece x este format din k+2—4s caractere binare, sunt 2¥+2=4¢ secvent, e x posibile.
Din acestea, 2¥t274% — 2 sunt construite folosind numai funct, ia f5, deci trebuie s existe
pentru ele cel put in tot atatea secvent e a. Deoarece numarul secvent elor binare a este
C3,, rezulta inegalitatea din enunt,.

Condit ia de minim asigura unicitatea codificarii. 0

De remarcat ca prin aceasta metoda, operat ia de balansare nu pastreaza proprietatea
de cod liniar sau ciclic.

Exemplul 19.4 Sa construim un cod GAC' balansat care sa codifice k = 3 simboluri de
informat ie. Folosind inegalitatea (1), se obf ine s =1, deciny =2, n = 8.

Codul cadru, care defineste simbolurile de control, este un (8,2) cod bloc avand cuvin-
tele - cod de forma (reamintim, reprezentarea desfas urata se face pe coloane):

a1 P1
I
C = = a1 a1 A2 Az P1 P1 P2 P2
az P2
ay D2

unde p1 = a1, pa = as. Operat ia de codificare este reprezentata de tabloul:

000 — 01010101 001 — 01011010
010 — 01100110 011 — 01101001
100 — 10011001 101 — 10010110
110 — 10101010 111 — 10100101

Exemplul 19.5 Pentru k = 4 simboluri de informat ie se obt ine de asemenea s =1 i
acelagi (8,2) - cod cadru, cu doud simboluri de control. Cele doud caractere de informat
1e ramase, azay asigura codificarea in felul urmdator:

a=00 = u= f(ar,a)f(p1,ps)

a=10 = u= f(ar,a2)f(p1,p2)

a=01 = u= fy(a,a)fo(p1,p2)

a=11 = u= fo(ar,a2)f2(p1,p2)

Se obt ine in acest fel un (8,4) - cod balansat. Din studiul celor 16 cuvinte - cod rezulta

ca el are d = 2.

Exemplul 19.6 Urmadatorul cod balansat a fost studiat de Blaum ([3]), odatd cu intro-
ducerea metodei de balansare prezentata mai sus. Din k =9, singura valoare posibila este
s =2, deciny =4, n =16. Cuvintele - cod cadru au forma

a; az as pP1
a; az as pr
Qz Q4 QA P2

Gz Q4 QA P2
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unde p1 = a1 + ag + as, pa = as + a4 + ag.

Procedura de codificare este data de tabelul urmator:

A7ag8ag | U1U2U3U4 | UsUcUTUS | UgU10UTIUL2 | UT13U14UTI5UL6
000 | fi(ai,aq) | filas,a4) | fi(as,ae) f1(p1,p2)
001 f1(a1, a2) fl(a3, Cl4) fl(afn a6) (p1,p2)
010 f2(&1,a2) falas,as) | falas, as) f2(p1, p2)
011 | faar,aq) | folas,as) | folas,ag) (]91,292)
100 | folar,a2) | folas,ad) | fa(as.as) | f2(p1,p2)
101 f2(&1,G2) f2(a3,a4) f2(a5,(16) (p17p2)
110 fz(a17a2) f2(a3,a4) f2(a57a6) (]91,]92)
11 | folar,az) | folas,as) | falas,as) | fa(p1,p2)

S-a obt inut astfel un (16,9) - cod balansat cu d = 4.

Sa codificam mesajul de informat e a = 001101010. Pentru determinarea bit ilor de
control se construieste cuvantul

0101
c_Loto
0110
1001

Deoarece ay = 0, ag = 1, ag = 0, codul va fi generat folosind a treia linie din tabelul
de sus:

= 0001 1000 1101 1011.

—_ o O O
o O O
=
=

Alte exemple de mesaje de informat ie si codificarile lor:
000000000 0101010101010101
111111001 1010101010100101
000000101 1110000100011110
111111011 1000011110000111

Pentru realizarea unei structuri de ret ea a codurilor balansate, dificultatea consta
in faptul ca aceste coduri nu sunt liniare, deci algoritmii utilizat i pana acum nu funct
ioneaza. Se va utiliza urmatorul algoritm, specific codurilor balansate definite in aceasta
sect iune:
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1. Pe baza algoritmilor cunoscut, i se construieste structura de ret ea R, a
codului - bloc cadru Cy; fie kg numarul ei de coloane (egal cu numarul
de coloane din reprezentarea in tablou a cuvintelor - codului Cp).

2. Se copiaza ret eaua R, de 2P — 1 ori, unde p = k — 2n; + 2 este dat de
pasul 3 al algoritmului B; fiecare copie corespunde unei generari posibile
a unui cuvant - cod balansat.

Toate subret, elele au o singura radacina si o singura { inta.
3. In fiecare din cele 2P subret, ele:

(a) Arcul ((00...0)p, By) de pe nivelul 0 se marcheaza cu dy/ly unde
90(00...0,B) = agp,—1 - . . ag, iar
[o(00...0,B) = g1(a, as).

(b) Arcul spre t inta are 6, (A,00...0) =€ si
li,(A,00...0) = g(p1,pa). (notat iile sunt cele din algoritmul B).

4. In fiecare subret ea se definegte valoarea d,/l; (1 < j < ko) a arcu-
lui (A, Bj;+1) astfel: 6;(A, B) este valoarea nemodificata din Ry, iar

lj(A7 B) = g(a2j+17 a2j+2)-

Exemplul 19.7 Sa reluam (8,3) - codul balansat din Exemplul 19.4. Dupd ce se con-
struieste ret eaua (8,2) - codului cadru, deoarece exista doar un bit de informat ie supli-
mentar avem p = 1 dect ref eaua se mai copiaza de 2P — 1 =1 ori.

Sunt doua maniere de abordare:

A. Daca transmiterea se face pe linii, apare o construct ie conforma cu cea a ret elelor
definite pentru codurile GAC. Ret eaua corespunzatoare codului cadru este prezentatd in
(a), iar cea pentru codul balansat, in (b):

00/00 €/11 0/00 €/11
00— @o——»
0/00 €/11 0/00 €/11
/ o /1, / / 1/11, 0700
10/11 €/00 /11 €/00
4>.—> > >
1/11\_/0/00 P4
01/01 €/10 0/01 e/10 4
—t——— —
Y1 o €/00 1/11 €/00 T 1/10°\,6701
11/10 €/01 710 €/01
> ———

(a) (b)
B. Daca transmiterea datelor se face pe coloane (specific codurilor balansate), ref eaua
codului cadru este cea prezentata in Figura 19.1, pozit ia (a); din ea se obf ine ref eaua

(b) a codului balansat.

Exemplul 19.8 Sa construim ret eaua de (de)codificare pentru (16,9) - codul balansat
definit in Exemplul 19.6. Conform procedurii, sunt necesare 8 subret ele, cate una pentru
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Figura 19.1:
000/0101 _ ¢/0101
010/0110 . ¢/0110
00/0101 €/0101
e
100/1001 ¢/1001 R
01/0110 €/0110 110/1010 ¢/1010
Y
° ° ° °
A A
10/1001 . ¢/1010 001/0101 _ ¢/1010
011/0110 . ¢/1001
11/1010 ¢/1010
/ - /
101/1001 . ¢/0110
(a)
11/1000 ¢/0101

fiecare linie din tabelul de codificare. Deoarece cuvintele - cod sunt citite pe coloane, fiecare
subret ea are cate 5 coloane si 4 stari.

Pentru a; = ag = ag = 0 (prima linie din tabel) subret eaua construita plecind de la
(16,6) - codul cadru din Exemplul 19.6 are structura:

S

'&"\

//A/

0y 1)

@
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unde marcajul arcelor este dat de tabela:

5,/L, | 00 01 10 11

00 |00/0101 01/0110 10/1001 1171010
1| 00 |00/0101 01/0110 10/1001 11/1010
01 |01/0110 00/0101 11/1010 10,1001
10 |10/1001 11/1010 00/0101 01/0110
11 [11/1010 10/1001 00/0101 00/0101
2 00 |00/0101 0170110 10/1001 11/1010
01 |01/0110 00/0101 11/1010 10,1001
10 |10/1001 11/1010 00/0101 01/0110
11 [11/1010 10/1001 01/0110 00/0101
3] 00 | ¢/0101  — - —

o3

01 | ¢/0110 - - -
10 | €/1001 - - -
11 | €/1010 - - -

Pentru a; = ag = 0, ag = 1 (a doua linie din tabel) se construieste aceeasi subret ea,
wn care valorile funct iei l3 din marcajul arcelor ultimului nivel se complementeaza. Prin
compunerea acestor doud subret ele se obt ine (16,7) - codul balansat cu d = 4.

Celelalte 6 subret ele se definesc similar. Ret eaua finald a (16,9) - codului balansat
cu d =4 obt inuta din compunerea lor va avea 32 stari st 5 nivele.
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19.3 Exercit, ii

19.1 Construit i un (3,2)(3,2) — RLL cod tablou si calculat i parametrii sai (d°, k°).
19.2 Construit i un (12,8) - cod GAC' cu restrict it RLL si calculat i pentru el (d°, k°).
19.3 Construit i un GAC' cod balansat pentru k = 10.

19.4 Aceeasi problema pentru k = 13.

19.5 Definit i un vector de modificare care transforma codul tablou (3,2)(3,2) intr-un
cod RLL. Construit i ref eaua acesui cod.

19.6 Aceeasi problema pentru (12,8) - codul GAC cu d = 3.

19.7 Construif i un (12,5) cod balansat cu d = 4. Trasaf i ref eaua acestui cod.



Capitolul 20

Alte rezultate din teoria codurilor

20.1 Coduri aritmetice

Constructiile oferite de teoria codurilor pot fi utilizate si in alte domenii decat in cele
clasice, de transmitere si receptie corecta a mesajelor. O aplicatie legata de operatiile
aritmetice pe calculator este prezentata de van Lindt in [11].

Definitia 20.1 Fie r > 2 un numar intreg fizat. r - ponderea aritmeticd unui numar
intreg x este definita prin

Wi () = 0 dacax =0
OV =N ¢ altfel

p
D air® =z, o <, n(i) > 0}.
=1

unde t = min {p

In practica se folosesc des cazurile r = 2,8, 10, 16.

Exemplul 20.1

<_9) = 27
(246) = 3 (deoarece 246 = 256 — 8 — 2 = 28 — 23 — 21),

Propozitia 20.1
Lowey(—2) = we (2);
2. wipy(z +y) < wiry(z) + wey(y)-

Demonstratie: Este lasata ca exercitiu. 0
In cele ce urmeaza vom considera r ca o valoare fixata. Se numeste distanta aritmetica
valoarea

d(z,y) = we(z —y).

Propozitia 20.2

1. d este o distanta;

2. d este invarianta la translatare.

3. d(z,y) < dy(x,y) unde dy este distanta Hamming a doud secvente numerice reprezen-
tate in baza .

237
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Demonstratie: (1) Faptul ca d este o distanta se verifica imediat din Definitia 20.1 si
Propozitia 20.1.

(2) Deoarece d(x + 2,y + z) = woy (v + 2 —y — 2) = wey (v — y) = d(x,y) rezulta ca
distanta aritmetica este invarianta la translatare (proprietate pe care distanta Hamming
nu o are).

(3) Este lasat ca exercitiu. Precizam ca cele doua numere reprezentate in baza r
pot fi aduse la un numar egal de cifre completand eventual numarul mai scurt cu 0-uri
(nesemnificative) in fata. O

Definitia 20.2 Fie a,b numere intregi pozitive. Se numeste AN - cod multimea finitd
Cop ={a-n|0 <n < b}

Ideea folosirii AN - codurilor in aritmetica calculatorului este urmatoa-rea: sa presupunem
ca trebuie calculata suma ny +mns (ng, ng pozitive i mici comparativ cu b); fie S suma lor.
Cele doua numere se codifica in a - ny,a-ng € C,p. Dacd S = 0 (mod a) atunci suma a
fost efectuata corect si ea este S div a. Daca nu, inseamna ca au aparut erori de calcul si
se ia ca rezultat acel numar ng cu proprietatea ca d(S,ans) este minima.

Pentru a corecta orice combinatie de maxim ¢ erori este necesar ca C sa aiba distanta
minima > 2t + 1, deci orice numar din C' are ponderea minim 2t + 1.

Teorema 20.1 Fie a un numar intreg fivat si s = min{wy(a-n)ln # 0}. Atunci s < 2.

Demonstratie: Cazurile a = 0 si @ = 1 sunt banale. Pentru a < 0 se va lucra cu —a. Deci
ramane de studiat numai cazul a > 1. Vom folosi Teorema lui Fermat:

Daca (a,r) = 1 atunci 7% =1 (mod a).

(reamintim, ¢(a) este simbolul Euler).

Deci a | 7#@ — 1. Cum w(r)(r“S(“) — 1) = 2, afirmatia este demonstrata pentru cazul
cand a gi r sunt prime intre ele.

Sa presupunem acum ca (a,r) = d > 1. Vom avea a = a1d, r = rid cu (ag,r;) = 1.
Atunci (notand n = ¢(ay)), putem scrie r* — 1 = d"r?? — 1 = d*(r} — 1) + (d" — 1). Se
stie ca ay | 7 — 1. Daca (a1,d) =1 atunci ay | d" —1,deci a; | r" —1,saua |d-r" —d si
cum d < r, teorema este demonstrata.

Daca (aq,d) > 1, rationamentul se reia i el se va termina dupa un numar finit de pasi
(deoarece a; < a, d < ). O

20.1.1 AN - coduri ciclice

Rezultatul mentionat in Teorema 20.1 conduce la o dificultate de alegere. O aritmetica
a calculatorului eficienta recomanda alegerea unei valori mari pentru b. Pe de-alta parte
Teorema 20.1 arata ca in acest caz riscul de a avea r - ponderea aritmetica minima cel
mult 2 (deci de a nu putea corecta nici o eroare) este mare.

Problema se elimina daca vom considera codurile AN modulare. Fie a, b numere prime
sim = a-b. Definim C,; ca subgrup al lui Z,,. Aceasta conduce la o alta definitie pentru
distanta dintre doua numere. Pentru determinarea ei, sa luam elementele lui Z,,, ca varfuri
intr-un graf I',,,; a,b € Z,, sunt legate printr-un arc daca si numai daca

de,j(0<e<r, 7>0) a—b=+c 17 (modm).
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Definitia 20.3 Distanta modulard d,,(z,y) dintre doud numere a,b € Z,, este lungimea
drumului minim dintre a si b in graful T',,.
Ponderea modularaindexpondere modulard a lui a € Z,, este wy,(a) = d,,(a,0).

Propozitia 20.3 Pentru a € Z,,
wp(a) = min{we)(z)| z € Z,y =x (mod m)}.

Demonstratie: Rezulta imediat din Definitia 20.3. O

Exemplul 20.2 Sa consideram r =2, a =2, b= 3 deci m = 6. Graful I's va fi

@\

deci tabelul distantelor intre elementele lui Zg este:

djo 1 2 3 45
0{0 1 1 21 2
1110 21 21
211 201 2 2
31211021
411 2 2 2 01
5121 2110

De remarcat ca alegerea lui m trebuie facuta cu grija. De exemplu, daca seiar =3, m =
35 vom avea dz5(0,12) = 1 deoarece 12 = 3" (mod 35). Practic ins&, lucrand cu numere
din Zs5, nu vom putea corecta erori pe pozitia corespunzitoare lui 3'!.

De aceea, aritmetica pe calculator considera doar situatia m = r™ — 1 (n > 2) care
elimina astfel de situatii. Orice numar intreg nenul x admite o reprezentare unica

n—1
T = Zci~ri mod (r" — 1),
i=0

cu 0 < ¢; < rnu toti nuli.

Deci Z,»_; poate fi interpretat ca fiind multimea GF(r™) \ {0} cuvintelor nenule de
lungime n peste alfabetul {0,1,...,7 — 1}.

Pentru a - b = m = r" — 1 distanta modulara devine distanta obisnuita in Z,, si Cyp
are un comportament similar unui cod liniar.

Definitia 20.4 Un AN - cod ciclic de lungime n si baza r este un subgrup multiplicativ
CCZmn_q.

Evident, un astfel de subgrup este ideal principal in inelul Z,»_;, deci exista a,b € Z
astfel incat a-b=1"—1 i C' = C,, adica:
C={a-klkeZ 0<k<b}.
Daca © € C,p, atunci r - x (mod ™ — 1) este tot in C,; deoarece acesta este grup
multiplicativ; pe de-alta parte noul numar este o permutare ciclica a lui z (ambele fiind
scrise in baza r). Numarul b poate fi asimilat polinomului de control al unui cod ciclic.
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Exemplul 20.3 Fie r = 2, n = 11. Atunci m = 211 — 1 = 2047. Sa consideram
a =23, b =289. Se obtine AN - codul ciclic format din 89 multipli ai lui 23 (pina
la 2047). Ezxista 22 modalitati de a semnala o eroare, fiecare din ele corespunzand unui
numdr de forma +27 (0 < j < 11). Acestea sunt exact toate numerele din Zoz \ {0}.
Deci orice numar intreg din intervalul [0,2047] are distanta modulara 0 sau 1 de exact
un cuvant - cod. Acest AN - cod ciclic este perfect si poate fi considerat o generalizare a
codurilor Hamming.

In [11] se face afirmatia ca nu exista AN - coduri perfecte corectoare de o eroare pentru
r =10 saur = 2% (k>1).

20.1.2 AN - coduri corectoare de mai multe erori

Pentru a construi AN - coduri capabile sa corecteze erori multiple, va trebui definita o
modalitate mai simpla de determinare a ponderii aritmetice sau modulare a numerelor
intregi.

Conform Definitiei 20.1, orice numar intreg x se poate scrie sub forma
W(r)

T = Z a; - r"®
i=1

cu a;, n(i) numere intregi, |a;| < r, n(i) > 0 (0 < i < w(y). Aceasta reprezentare are
defectul ca nu este unica. De exemplu, pentru r» = 10, numarul 99 se poate reprezenta in
doua moduri diferite:
99 =9-10+9-10°, 99 =1-10%—1-10°.
Se poate obtine — prin impunerea de restrictii asupra coeficientilor — o reprezenta-re
unica a numerelor intregi.

Definitia 20.5 Fieb,c€ Z, |b| <, |c| <r. Perechea (b,c) se numeste admisibila daca
este adevarata una din relafiile:

(1) b-c=0;

(2) b-ec>0si|b+c| <r;

(3) b-c <0 si|bl>|c.

De remarcat ca ambele perechi (b, ¢), (¢, b) sunt admisibile numai in cazurile (1) sau (2).
Cazul (3) nu permite comutativitatea relatiei de admisibilitate.

Exemplul 20.4 Pentru r = 2 este posibil numai cazul (1). Deci o reprezentare x =

E ¢;i-2" in care toate perechile (c;11,¢;) sunt admisibile, nu are doi coeficienti consecutivi
i=0
nenuli.

Definitia 20.6 O reprezentare x = Z cr' cuc € Z, |e| < i Ing cuc; =0Vi>n,
i=0

se numegste NAF (non-adiacent form) daca pentru orice i > 0, perechea (c¢;iy1,¢;) este

admisibila.

Exemplul 20.5 Pentru r = 10 putem scrie:
96 = —4-10°+0-10' +1-10* (cazul (1)),
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11=1-10°41-10" (cazul (2)),

38 =—2-10°+4-10' (cazul (3)).

De remarcat cd reprezentarea lui 96 = 6-10° 4+ 9-10' nu este in forma NAF deoarece
perechea (9,6) nu este admisibila. La fel pentru reprezentarile celorlaltor numere.

Teorema 20.2 Orice numar intreqg x are o reprezentare NAF wunica in baza r. Daca

aceasta este
x
i
T = E c; T,

=0
atunci wy(x) = card ({ili > 0, ¢; # 0}).

oo
Demonstratie: Fie Zbi 7' (|bs] < r) o reprezentare a lui z in baza 7, si i cel mai
i=0
mic numar cu proprietatea ca perechea (b;y1,b;) nu este admisibila. Putem presupune ca
b; > 0 (altfel se va lucra cu —z). Vom inlocui b; cu b = b; — 7 si biyq cu b = by + 1
(daca b1 + 1 = r, atunci b}, = 0 si facem deplasarea obisnuita de la adunare).
Daca b1 > 0, atunci avem sau b, = 0, sau b}-0;,, < 0sib,,; = b1 +1>r—b; = |}
(deoarece perechea (b;;1,b;) nu era admisibila).
Daca b1 < 0, atunci sau b;,; = 0, sau b -0, > 0si |0 +b | =r—0; —bip1 <7
deoarece —b; 1 < b; (perechea (b;y1,b;) nu era admisibila).
Deci, (b, ,,b}) este admisibila, si se verifica similar daca (b},b;_1) este admisibila.
Procedeul continua pana se ajunge la ¢ = 0.
Sa aratam acum ca reprezentarea N AF' este unica. Presupunem ca exista x € Z cu
doua astfel de reprezentari:

o o0

: .

x:E ci~7’Z:E c; -t
i=0 i=0

Consideram — fara a micsora generalitatea — ca ¢y # ¢ si co > 0; deci ¢ = ¢g — 7.
Atunci pentru ¢ sunt posibile trei valori: ¢ +1, ¢ +1+r. Daca ¢, = ¢ +1—r,
atunci ¢; > 0, deci ¢g + ¢; < r— 1. Deoarece ¢, - ¢, > 0, avem —c¢{ — ¢} < r, de unde
r—co+r—cy—1<r, decicg+c; >r—1, contradictie. Celelalte doua cazuri se trateaza
similar. U

Reprezentarea NAF' a unui numar z se poate afla direct si pe baza teoremei:

Teorema 20.3 Fie x € Z,x > 0. Consideram reprezentarile in baza r a numerelor

(r—l—l)-ﬁ:iai-ri, x:ibi~7’i,
i=0 i=0

unde a;,b; € {0,1,...,r —1}. Atunci reprezentarea NAF pentru x este
o

T = Z(ai—i-l - bi—i—l) St

=0

Demonstratie: Stim c& pentru doud numere naturale nenule a,r, [a/r] reprezinta catul
impartirii celor doua numere, iar a — [a/r] - r - restul.

Din reprezentarea din enun;rezulta ca fiecare coeficient a; se determina prin adunarea
coeficientilor corespunzatori ai numerelor x i r - x, scrise in baza r. Sa definim secventa
numerica «;, ¢ > 0 astfel:
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|:Oéz'—1 +bi—1 + bz"|
Qp = O, o, = .

r

Atunci, conform observatiei de la inceputul demonstratiei, a; = a;_1 +b;_1 +b; — ;- r.
Daca notam ¢; := a; — b;, avem ¢; = o;_1 + bj_1 — o - 1.

Mai ramane de verificat faptul ca (¢;41,¢;) este o pereche admisibila. Relatia |c;4q +
¢i| < r rezulta imediat din definitia lui ;. Sa presupunem ¢; > 0, ¢ < 0; atunci
a; = 0. Vom avea ¢; = a;_1 + b1, ¢;11 = b; — r si conditia |c;11| > |¢;| este echivalenta
cu a;_1 + bi_1 + b; < r, adica a; = 0. Celalalt caz se arata analog. O

Exemplul 20.6 Pentru a gasi reprezentarea NAF a numarului 98 in baza r = 10, avem
98 = 8-10°+9-10"'+0-10*4+0-10°+ ...
980+98 =1078 = 8-10°+7-10' +0-10*+1-10°
Deci, 98 = (7—9) - 10° + (0 — 0) - 10* + (1 — 0) - 10> = =2 + 1 - 10%.

Similar situatiei din paragraful anterior, sa consideram acum cazul reprezentarii mod-
ulare. Vom lua deci m =r" — 1, (n > 2).

Definitia 20.7 O reprezentare
n—1
T = Zci-ri (mod m)

=0
cu ¢; € Z,l¢| < r se numeste CNAF (cyclic NAF') pentru x daca Vi (0 < i < n —
1), (ciy1,¢) este admisibila (se considerd ¢, = cq).

Din Teoremele 20.2 si 20.3 rezulta un rezultat similar pentru reprezenta- rile CNAF"

Teorema 20.4 Orice numar intreg x admite o reprezentare C N AF modulo m. Aceasta
reprezentare este unica, exceptand cazul
(r+1)-2=0%x (mod m),

cand sunt posibile doua reprezentart.
n—1

Daca x = Z ci-r" (modm), atunci
i=0
Wy () = card({il0 < i <n, ¢; #0}).

Demonstratie: Constructia este identica cu cea din demonstratia Teoremei 20.3. Unici-

tatea se arata similar cu cea din demonstratia Teoremei 20.2. Singura exceptie este cazul

biy1 = b; (mod m). In acest caz sunt posibile doua reprezentari:
r=by+b-r+.. . by -t i = b —by-r—...—by-r" 1,

ambele modulo m. O

20.1.3 Coduri Mandelbaum - Barrows

O clasa de AN coduri a fost definita de Mandelbaum si Barrows, generalizata ulterior de
van Lindt ([11]).

Initial este necesar un rezultat referitor la ponderea modulara in AN coduri ciclice, a
carui demonstrare se afla in [11], pag. 127 — 128:
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Teorema 20.5 Fie C C Z/(r" —1) un AN cod ciclic cu generator a sib = (r"—1)/a =
card(C), cu proprietatea ca Vxr € C are o reprezentare CNAF unicd. Atunci

RN ()|

Teorema 20.6 Fie b un numar prim care nu divide r, cu proprietatea ca grupul multi-
plicativ Zy este generat der gi —1. Fie n un numdr intreg pozitiv astfel ca r™ =1 (mod b)
sia=(r"—1)/b. Atunci codul C C Z/(r"™ — 1) generat de a este un cod echidistant cu

distanta
n r-b B b
b—1\|r+1 r+1|/)

Demonstratie: Fie x € C'\ {0}. Atunci x = a-n (mod ™ — 1) cu n # 0 (mod b). Din
ipoteza rezulta ca exista j intreg cu n 417 (mod b). Deci wy,(z) = Wy, (E17 - a) = wy,(a).
Aceasta arata ca C' este echidistant. Valoarea distantei rezulta din Teorema 20.5. 0

20.2 Turbo - coduri

In ultimii ani, viteza tot mai mare de transmisie a datelor - aproape de capacitatea maxima
a canalelor de comunicatie — a condus la modalitati noi de codificare. Turbo codurile
sunt prezentate prima data in 1993 de Berrou, Glavier si Thitimajshima si combina sub
forma de retea (minim) doua coduri convolutionale. Modalitatea de decodificare este
total deosebita de algoritmii cunoscuti pana acum (se folosesc capacitatile statistice de
performanta ale canalelor de transmisie). Ele asigura o rata de corectare a erorilor mult
mai ridicata decat la codurile clasice; de aceea turbo - codurile asigura transmisiile de pe
statiile lansate dupa anul 1993, precum si canalele de satelit.

20.2.1 Structura unui turbo - cod

Un turbo - cod standard este reprezentat de Figura 20.1:

Figura 20.1: Turbo - codificator standard

u=x >
a1 (X) x1P
go(X)
x1P x2pP
[Py | R [
I gl(X) X2p
u go(X)

El folosegte doua (2,2) - coduri convolutionale (care — fara a micgora generalitatea —
au fost considerate identice), separate printr-un bloc Py de permutare de N caractere
(N fiind o constanta fixata, dependenta de structura canalului de transmisie). Mesajul
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de informatie este spart in blocuri v € Z, de lungime N; daca se ignora mecanismul
de relaxare R, rata codificatorului este 1/3 (N simboluri de informatie se transforma in
cuvinte - cod de lungime 3N). Cele 3 iegiri (x5, x'P, x?P) sunt apoi transmise pe coloani,

ca un cod GAC.

Codificatorul

Pentru codul convolutional, matricea generatoare poate fi considerata (intr-o varianta
simplificata, bazata pe structura de retea a mesajelor) G = (go(X) ¢1(X)). Codificatorul
unui turbo - cod va folosi ca matrice generatoare o forma echivalenta recursiva:

- (15)

Din acest motiv, un codificator convolutional pentru turbo - coduri este numit Codificator
Sistematic Recursiv (RSE).

Un mesaj de informatie u(X), este codificat de codul convolutional in u(X)G =
(u(X)go(X) u(X)g1((X)). RSE varealiza aceeasi iesire pentru mesajul u/(X) = u(X)go(X)
(se verifica imediat relatia u(X)go(X)Gr = u(X)G). Vom numi totusi cuvant - cod
perechea de polinoame u(X)G (desi se mai efectueaza o operatie de inmultire pentru
obtinerea mesajului u/(X)).

Se observa ca pentru un RSFE, cuvantul cod are pondere finita daca si numai daca
mesajul de intrare se divide cu go(X).

Corolarul 20.1 Un mesaj sursa u” cu w(u”) = 1 se codifica intr-un cuvant - cod de
pondere infinita.

Demonstratie: Evident, deoarece u'(X) = XP nu se divide cu go(X). O

Corolarul 20.2 Pentru orice polinom netrivial go(X) € Z,[X] exista o infinitate de
mesaje sursa de pondere 2 care se codifica in cuvinte - cod de pondere finita.

Demonstratie: Pentru go(X) € Z,[X], go(X) # XP, exista un n minim cu proprietatea
go(X)|X™ —1 (n este lungimea secventei pseudo-aleatoare generata de go(X) - a se vedea
Relatii de recurenta liniara, Prelegerea 8).

Orice secventd u” de forma u”(X) = aX*(X™ — 1), a € Z, \ {0} are pondere 2 i este
divizibila cu go(X), deci codificarea prin RSFE va genera un polinom cu un numar finit
de termeni. 0J

Exemplul 20.7 Fie go(X) = 1+ X + X* ¢1(X) = 1+ X? 4+ X® + X* polinoame din
Zo|X]. In mod uzual se foloseste notatia in octal; deci, cum go = 110015 = 31g, g1 =
101115 = 275, vom avea (go g1) = (31, 27).

Matricea generatoare este

1+ X2+ X3+ X4
GR - 1 )
1+ X+ X4
war un circuit lintar care realizeaza acest RSE are forma:
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e ?ﬁ -1

(s-a notat cu uy simbolul de informatie curent, iar cu py, simbolul de control corespunzator).
Cum go(X) este primitiv, lungimea secventelor este 2* —1 = 15. De exemplu, mesajul

sursd u(X) = 14+ X se codifici tn (1+X¥ 1+ X + X2+ X34+ X5+ X7+ X8+ X)) =

(1000000000000001, 1111010110010000).

uw(X) = X7(1+ X') va genera acelasi cuvint - cod, cu o intdrziere de sapte tacti.

Permutatorul

Py este un bloc de permutare. Cele N caractere care constituie intrarea in primul codi-
ficator RS E sunt rearanjate inainte de a intra in al doilea codificator. Din considerente
practice este preferabil ca permutarea folosita sa nu pastreze nici o ordine anterioara a
simbolurilor (desi acest lucru este uneori dificil, mai ales pentru cuvinte de pondere mica).
De asemenea, N trebuie sa fie suficient de mare (in practica se folosegte N > 1000). Aceste
doua cerinte — uzuale in criptografie — sunt necesare in obtinerea de performante ridicate
la decodificare.

Mecanismul de relaxare

Daca pentru transmiterea de imagini din spatiu sunt folosite coduri cu rate mici de
informatie (fiecarui bit 1i corespund cel putin 3 caractere cod), in alte situatii (comunicari
prin satelit de exemplu) sunt preferabile rate mari (cel putin 1/2). Rolul mecanismului
de relaxare (vezi Capitolul 2) este de a reduce periodic anumite caractere pentru a scurta
lungimea cuvintelor - cod. De obicei se elimina biti de control; astfel, pentru a obtine o
rata de informatie 1/2 se pot elimina toti bitii de control pari de la inceputul codului si
toti bitii de control impari de la sfarsit.

20.2.2 Decodificarea turbo - codurilor

Din constructie rezulta ca un turbo codificator este liniar, deoarece toate componentele
sale sunt liniare. Codificarile RSE sunt implementate prin circuite liniare, permutatorul
este liniar deoarece poate fi modelat printr-o matrice de permutare. La fel, mecanismul de
relaxare nu afecteaza liniaritatea, deoarece din toate cuvintele - cod se sterg simbolurile
de pe aceleasi pozitii. Importanta liniaritatii consta in faptul ca se poate lua ca referinta
cuvantul - cod nul. De asemenea, toate constructiile le facem pentru cazul binar, cu
simbolurile 1. Decodificatorul va lucra dupa principiul obignuit al decodificarii cele mai
probabile.

Din pacate, utilizarea algoritmului Viterbi nu este posibila din cauza operatiei de per-
mutare folosita in decodificare. Totusi, pentru subsecven-te stricte, un astfel de algoritm
poate da rezultate.

Primul algoritm de decodificare pentru turbo - coduri a fost propus de Berrou in 1993
([12]), bazat pe ideile din [2]. Numit BC'JR, el foloseste o decodificare caracter-cu-caracter
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(spre deosebire de Viterbi care decodifica pe secvente bloc de céate n caractere).
Vom folosi urmatoarele notatii:

e F, - notarea codificatorului RSE i (1 <i < 2);

e D, - notarea decodificatorului i (1 <1 < 2);

e m - capacitatea de memorie (buffer) a codificatorului;

e S - multimea celor 2™ stari ale codificatorului;

o X% =uzir5... 0% = uus...uy secventa de informatie care se codifica;
o xP = glzh . .. 2k cuvantul de control generat de codificator;

e yr = Yy, o receptie (posibil perturbata) a lui zja};

® Vo = YaYar1- - Yb;

o yN =115 ..yy cuvantul receptionat.

Algoritmul BC'JR (initial si modificat)

O prima versiune a algoritmului se bazeaza pe decodificarea cea mai probabila aposterior:
(M AP - maximul aposteriori). Se realizeaza decodificarea
41 daca P(u, = +1Jy) > P(ux = —1Jy)
| —1 altfel.

Formal, @, = sign[L(ug)], unde L(uy) este logaritmul raportului probabilitatilor de
potrivire aposteriori, definit prin relatia

U

L(uy) = log <M) .

Pluy = ~1Jy)

Daca se tine cont de faptul ca se codifica in retea, aceasta se scrie:

;p(skl =5, s, =5,5)/p(y)

L(ug) = lo i 1

) =1og > plsea =550 =5,y)/p(y) W
=

unde
sp € S este starea codificatorului la momentul £,
ST este multimea perechilor (ordonate) (s',s) corespunzatoare tuturor starilor de
tranzitie (sx—1 = ') — (s = s) generate de u, = +1,
S~ este definita similar pentru u = —1.
Este posibil sa simplificam cu p(y) in (1); deci este necesara doar o formula pentru
calculul lui p(¢', s,y). In 2], este construita o varianta sub forma
p(s”,8,y) = ap-1(s7) - (7, s) - Br(s) (2)
unde:

® (57, 5) = p(sk = 5, Yelsp—1 = 87);
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e a;(s) = p(s, = s,y¥) este calculat recursiv cu formula
) =Y ara(s") - w(s”,s)
s'es
cu conditiile initiale ap(0) =1, ap(s #0) =0

(codificatorul pleaca din starea 0).

o Bi(s) = p(ypilsk = s) are formula recursiva de calcul

Bro1(s") = Br(s) - (s, 5)

ses
si conditiile Sn(0) =1, By(s #0) =0

(dupa N biti de intrare codificatorul trebuie sa ajunga la starea 0; restrictia se
realizeaza alegand corespunzator ultimii m biti, numiti bifi de incheiere).

Aplicarea acestei variante de decodificare la turbo - coduri (reamintim, algoritmul
BCJR initial a fost definit in 1974) are un neajuns: simplificarea cu p(y) conduce la
algoritmi numerici instabili. De aceea, Berrou ([12]) face o modificare a algoritmului, in
felul urmator:

Se definesc probabilitatile (modificate)

ar(s) = an(s)/p(yt),  Br(s) = Bi(s)/p(yiilyr)-
Prin impartirea relatiei (2) cu p(y)/p(yr) = p(yi ") - p(yd,, [yF) se ajunge la
p(s, S|Y) p(yr) = ar-1(s") - (', 5) - Br(s).

Pentru ci p(y¥) Z ay(s), valorile ay(s) se pot determina din ay(s) pe baza formulei

seS

C~kk S) = —Oék<8)
=S

seS

sau — folosind definitia recursivé a lui ag(s):

Zak 1 %(S S) Zak 1 % s’ S)

~ _ s'es o s'esS

) = DD ks - wls ) Zzak 1(8") (s )

seS s'eS seS s'eS
ultimul rezultat fiind obtinut prin impartirea numaratorului si numitorului cu

Py ™). ]
Definirea recursiva a lui fi(s) se obtine plecand de la

P i) = ph) yk“‘yl =33 () (s 0)- yk“’yl = ara(s)

s€ES s’'eS seS s'eS

SCRORVICTARTTY
si folosind definitia recursiva a lui Sx_1(s), se ajunge la relatia

> Bil(s) -l 9)
Bk—l(sl) _ seS

Zzakl %S S)

seS s’eS
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In final, algoritmul BC.JR modificat va folosi valoarea L(uy) data de relatia

Zak 1 (8, 8) - Bk(s)

L(ug) =lo ST — . 3
( ) I Zak 1 7k3 s) - Br(s) ()

Conditiile la limita pentru ak( ) si Bi(s) sunt cele de la ay(s) respectiv Bx(s).

O alta versiune a algori(tnrului folo)se@te informa(t;ia apm'o;"z'. Pentru acesta avem
P(y|lup = +1 P(u, = +1
bion) =ton (= ) o (=)

Deoarece in mod normal P(uy = +1) = P(uy = —1), al doilea termen al sumei este
zero in decodificatoarele uzuale. Pentru un turbo - decodor care lucreaza recursiv, D,
primeste informatie suplimentara de la D,, care serveste ca informatie apriori. Similar,
Dy primeste de la D; informatie suplimentara, s.a.m.d. Ideea consta in faptul ca D,
poate da lui D; informatii despre uy la care acesta nu are acces (de exemplu caracterele

de control generate de Es); acelagi lucru il realizeaza D; pentru Ds.
Un circuit de decodificare bazat pe algoritmul BC'JR este:

N e
L21

S-a notat cu Py inversa matricii de permutare Py din circuitul de codificare. L§, este
informatia suplimentara transmisa de la D; la Dy, iar L§, este cea transmisa de la Dy la
D, . Deciziile finale de decodificare pot veni atat de la D; cat si de la Ds.
Mai ramane de vazut cum se poate obtine aceasta informatie suplimentara care circula
intre cei doi decodificatori recursivi.
Definitia lui y4(s', s) se poate rescrie
Vi(s', s) = P(s[s")p(yls', s) = Pur) - pyr|ux)
unde evenimentul u; corespunde tEanzi’giei 5; s. Daca se noteaza:
e P U = +1
o) 1o (i =)
P, = P(uy =+1), P_ = P(uy=-1), avem

(—M> -/ Py/P_ = P, daca up = +1,

1+ P /P,

<—~P/P+> -/ P_/Py = P_ daca up = —

1+ P /P,
In aceastd situatie se obtine
exp[—L(uy)/2] ) : _y
P(u) = ~expluy - L(uy) /2] = Ay - explug, - L(uy) /2], si (reamintim,
() = (S22 ) copluc () 2] = A-caplun - )25
Yk = Yl Tk = TpT) = UpTy)
e w) (- 2)?]
202 202

p(yr|ux) < exp
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=exp |— (y)” + ui + (y)* + (5)° - exp k- Yi Ty Yy =
202 o2
= By - exp [y;i‘uktyﬁ':vi]
o
deci
! e U yl‘z -+ xi . yi
(', ) o Ay By eap [ug - L(uy) /2] - eap | = (4)

Deoarece (s, s) apare in (3) la numarator (unde uy = +1) si numitor (unde uy =
—1), factorul Ay, - By se va reduce fiind independent de uy. De asemenea, particularitatile
de canal la transmisia lui +1 dau relatia 0 = Ny/(2F,) unde E, este energia de canal
per bit. Din (4) se obtine

(8’5 8) ~ eap fup - (L(wk) + Le - y2) /2 + Le - yy - wi/2] =
= exp lug - (L(ur) + Le - y3) /2] - 5(s, 9),

4E. .
unde L. = W, 8 Yi(s',s) =exp[Le - yp - x4 /2].
0
Combinand aceasta relatie cu (3) se ajunge la

Gr1(s') i (', 5) - Buls) - C.

ZO% 1(8) - 7i(s',8) - Bk(s)

= Loyi + L (ug) + log | & — (5)
Zak 1(8") - 7i(s", 8) - Br(s)

unde s-a notat Cy, = exp [ug - (L(ug) + L - y5)/2].

A doua egalitate rezulta deoarece Cy(uy = +1) si Ci(ur = —1) pot fi scoase ca factor.
Primul termen al sumei (5) este numit valoare de canal, al doilea reprezinta informatia
apriori despre uy (furnizata de un decodificator anterior), iar al treilea termen contine
informatia suplimentara care se trimite la decodificatorul urmator. Deci — de exemplu —
la orice iteratie, D; calculeaza

La(uk) = Le - yg + L (uk) 4 Lio (k)
unde L, (ug) este informatia suplimentara venita de la Dy si L{,(uy) este al treilea termen
din (5), folosit ca o informatie suplimentara trecuta de la D; spre Ds.

Algoritmul BC'JR se poate formaliza, in unele ipoteze implicite. Astfel:

- se presupune ca cei doi codificatori lucreaza corect, adica ultimii m biti din mesajul
de informatie de lungime N se codifica astfel ca la sfarsit E; sa ajunga la starea zero.

- decodificatorii detin toata informatia referitoare la reteaua de codificare; astfel, ei au
tabele complete cu simbolurile de informatie si de control pentru toate tranzitiile de stari
s's, matricile de permutare si inversele lor.
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Algoritmul BC'JR:
1. (Imtlahzare

1 pentrus=0 31, [ 1 pentrus=0
D, { 0 pentrus;«éO B (s) ’_{ 0 pentru s # 0
uk) O k=
1 pentru 5= O 5(2)
Dz ay”(s) = { 0 pentrus=#0 > "N () =GN (s), Vs,

L, (ug) se determina din D; dupéa prima trecere, deci nu se initializeaza.

2. (A n-a iteratie):
D;: pentruk=1,2,...,N
- Se determina y; := y,iy,ip unde y;p sunt bitii de control receptionati pentru
E; (posibil perturbati de canal);
- Se determina (s, s) pentru toate tranzitiile posibile §'s;
- Se determina 5‘12:1)(5>7 Vs.
pentru k = N, N —1,...,2 se determina BSA(S)» Vs;
pentru k = 1,2,..., N se determina L$,(uy) cu valorile de probabilitati
asociate lui D;.
Ds: pentru k=1,2,...,N
- Se determina yy, := nyN[k}yip;
- Se determina (s, s) pentru toate tranzitiile posibile §'s;
- Se determina &,(f)(s), Vs;
pentru k = N, N —1,...,2 se determina B,(f_)l(s), Vs;
pentru k = 1,2,... N se determina L, (ux) cu valorile de probabilitati
asociate lui D;
3. (Dupa ultima iteratie):
Pentru £ =1,2,..., N
- Se determind Ly(ug) := L -y + LS (up=ryy) + Lo (wk);
- Daca Ly (ug) > 0 atunci uy := +1 altfel uy := —1;
4. Stop.

20.3 Exercitii

20.1 Demonstrati Propozitia 20.1.
20.2 Demonstrati Propozitia 20.2, (3).
20.3 Calculati wey, weaoy st wae) pentru numerele 100, 32412, 999, 1024.

20.4 Fiex € Z. Un cod Booth este o reprezentare x = Zci?)i unde ¢; € {—1,0,1}.

i=0
1. Sa se reprezinte in codul Booth numerele 23, 455, 81, —6493;
2. Sa se arate ca pentru orice numar intreg, codul Booth este unic.

20.5 Determinati AN - codurile ciclice din Zys_q $i Zss_q.
Stabiliti valorile a si b pentru fiecare din ele.
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20.6 Generalizati Exemplul 20.3. Gasiti un AN - cod ciclic perfect corector de o eroare
pentru r = 3.

20.7 Scrieti in forma NAF pentrur =2, r =10 si r = 7 numerele
—15, 32075, 5665, —992.

20.8 Completati demonstratia Teoremei 20.2, verificand unicitatea re-prezentarii N AF
in cazurile ¢ =c; +1sici=ci+14r.

20.9 In definitia reprezentarii NAF a numdrului intreg x (cu completarea ng = —1), sd
se arate ca
k+2
n, <k <= |z|< .
r+41

20.10 Consideram reprezentarea ternard modulo 3% — 1. Sd se determine forma C N AF
pentru numarul 455.

20.11 Determanati cuvintele - cod din codul Mandelbaum - Barrows cu b = 11, r =
3, n=>.

20.12 Fie go(X) = 1+ X + X3, ¢1(X) = 1+ X? + X* + X5 din Zy[X]. Construiti
circuitul liniar pentru codificatorul RSE.
Codificati mesagele de informatie 1 + X2+ X3, 1+ X7, X + X*+ X°.

20.13 Aceeasi problemd pentru polinoamele go(X) = 1+ X3+ X1, ¢1(X) = X+ X3+ X©.

20.14 Sa se construiasca un turbo-codificator folosind codificatoarele RSE din Exemplul
100
20.7, N = 3, matricea de comutafie P3 = 0 0 1 st fara mecanism de relaxare.
010
Sa se codifice mesajul de informatie 100 011 101.
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Coduri detectoare/corectoare
de erori. Criptarea informatiei

1. Prezentare teoretica

In cadrul acestei lucriri de laborator se vor prezenta algotimii CRC si Reed-Solomon folositi
la detectarea si corectarea erorilor care pot aparea Intr-o transmisie de date. Algoritmii RSA
si IDEA prezentati sunt uzual folositi pentru criptarea informatiei si se bazeaza pe chei
publice. Implementarile hardware ale altor algoritmi de criptare, care se bazeaza pe metode
tradifionale (de exemplu algoritmul de criptare DES), pot fi studiate la http://www.csit-
sun.pub.ro/resources.

Sume de control

Scopul unei tehnici de detectie a erorilor este acela de a pune la dispozifia receptorului
unui mesaj, transmis printr-un canal cu zgomote (pasibil de introducere de erori), o
metodd de a determina dacd mesajul a fost corupt sau nu. Pentru a face posibil acest
lucru, emitatorul construieste o valoare numita suma de control care este o functie de
mesaj si 0 anexeaza acestuia. Receptorul poate sa foloseasca aceeasi functie pentru a
calcula suma de control pentru mesajul primit, iar apoi sa o compare cu suma de
control anexata (concatenata mesajului) pentru a vedea daca mesajul a fost receptat
corect.

Exemplu Sa se aleaga o functie care are ca rezultat (suma de control) suma octetilor din
mesaj modulo 256:



f(x) = D(octeti mesaj) mod 256 (1)

Considerand toate valorile in zecimal, se obtine:

mesaj ;7243
mesaj cu suma de control : 7 24 3 34
mesaj dupa transmisie ;7 283 38

Al doilea octet al mesajului a suferit o modificare in timpul transmisiei, de la 24 la 28.
Cu toate acestea, receptorul poate determina prezenta unei erori comparand suma de
control transmisa (34) cu cea calculata (38 =7 + 28 + 3).

Daca insasi suma de control este coruptd, un mesaj transmis corect poate fi (incorect)
interpretat drept unul eronat. Acesta nu este insa un esec periculos. Un esec periculos
are loc atunci cind atat mesajul cat si suma de control se modifica astfel incat rezulta
intr-o transmisie consistenta intern (interpretatd ca neavand erori).

Din pacate, aceastd posibilitate nu poate fi evitatd si cel mai bun lucru care se poate
realiza este de a minimiza probabilitatea ei de aparitie prin cresterea cantitatii de
informatie din suma de control (de exemplu, largind dimensiunea ei la doi octeti 1n loc
de unul).

Coduri CRC

Ideea de baza pentru algoritmii CRC este de a trata mesajul drept un numar
reprezentat in binar, de a-1 imparti la un alt numar binar fixat si de a considera restul
drept suma de control. La primirea mesajului, receptorul poate efectua aceeasi Tmpartire
si poate compara restul cu suma de control primita (restul transmis).

Exemplu Considerand ca mesajul care trebuie transmis este alcatuit din 2 octeti (6,
23), el este reprezentat in baza 16 ca numarul 0617 si in baza 2 ca 0000_0110_0001_0111.
Se presupune folosirea unei sume de control de 1 octet si a unui Tmpdrtitor constant
1001. Atunci suma de control va fi restul impartirii 0000_0110-0001_0111 : 1001 = ...
0000010101101, rest 0010. Mesajul transmis de fapt va fi: 06172, unde 0617 este
mesajul initial (informatia utild), iar 2 este suma de control (restul).

Aritmetica binara fara transport

Toate calculele executate in cadrul algoritmilor CRC sunt realizate in binar, fara
transport. Deseori se foloseste denumirea de aritmetica polinomiala, dar in continuare
se va folosi denumirea de aritmetica CRC deoarece la implementarea cu polinoame s-a
renuntat.



Adunarea a doua numere in aritmetica CRC, asa cum se poate observa in figura 1, este
asemanatoare cu adunarea binara obisnuitd, Tnsd nu exista transport. Aceasta inseamna
ca fiecare pereche de biti corespondenti determind bitul corespondent din rezultat,
fara nici o referinta la alt bit din alta pozitie (asa cum se poate observa din exemplul
prezentat in figura 2 a). ).

Definitia operatiei de scadere este identica cu operatia de adunare si poate fi observata
in figura 1, iar un exemplu este prezentat in figura 2 b).

Se poate concluziona cd atat adunarea cat si scaderea in aritmetica CRC sunt
echivalente cu operatia SAU EXCLUSIV (XOR), iar operatia XOR este propria sa
inversd. Acest fapt reduce operatiile primului nivel de putere (adunare, scadere) la una
singura, care este propria sa inversa (o proprietate foarte convenabild a acestei aritmetici).

ablathk abla-b
o o]0 o o]0
o111 o111
1 01 1 01
1 1] 0 1 1| 0

Figura 1: Definirea operatiilor de adunare/scadere.

Pe baza adunarii, se poate defini si inmultirea, care se realizeaza natural, fiind suma dintre
primul numar deplasat corespunzator si cel de-al doilea numar (se foloseste adunarea CRC).
Un exemplu pentru aceastd operatie este prezentat in figura 2 c).

Pentru realizarea operatiei de Tmpartire, este nevoie sd se cunoasca cand un numadr este
cuprins in altul. De aceea, se va considera urmatoarea definitie: X este mai mare decat
sau egal cu Y daca pozitia celui mai semnificativ bit 1 al lui X este mai mare sau aceeasi cu
pozitia celui mai semnificativ bit 1 al lui Y. Un exemplu complet este prezentat in figura 2 d).

Transmisia - receptia datelor folosind CRC

Asa cum s-a ardtat pand acum, calculul CRC este de fapt o simpla impartire. Pentru
realizarea unui calcul CRC este nevoie de un divizor, denumit in limbaj matematic
polinom generator. Lungimea polinomului uzuald este de 16 sau 32 de biti, CRC-16,
CRC-32, si aceste dimensiuni sunt folosite 1n calculatoarele digitale moderne.
Lungimea unui polinom - W- este de fapt pozitia celui mai semnificativ bit 1 (lungimea
polinomului 10011 este 4).

La transmitator, inainte de calculul CRC, se adauga W biti cu valoarea 0 la sfarsitul
mesajului care va fi impartit folosind aritmetica CRC la polinom, astfel Tncat toti bitii
mesajului sa participe la calculul CRC. Un exemplu este prezentat in figura 2 d).
Impirtirea produce un cit, care nu va fi ignorat si un rest, care este suma de control
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calculatd (CRC-ul). In mod uzual CRC-ul este apoi adiugat mesajului, iar rezultatul este
trimis catre receptor, 1n acest caz se transmite 11010110111110.

a] b e 4]
10011011 + 10011011 - 1101 = 11010110110000 ¢ 10011 = 1100001010, REST 1110
11001010 11001010 1011 10011
01010001 01010001 1101 10011

1101 10011
oooo o000l
1101 00000
1111111 o010
[ngagnlnln}
00101
0000
01011
Q0000
10110
10011
01010
Qoo
10100
10011
01110
Q0000
1110

Figura 2: Exemplificarea operatiilor binare fara transport

Receptorul calculeaza suma de control pentru intreg mesajul primit (farda adaugare de
zerouri) si compara restul cu 0. Realizarea acestei operatii este motivatd de faptul ca
mesajul transmis 7 este multiplu de polinomul folosit drept divizor.

Implementarea directa

CRC-ul se poate calcula utilizand notiunile teoretice prezentate pana acum. Algoritmul,
implementarea Verilog precum si rezultatele simularii pot fi observate in figura 3.

Implementarea bazata pe tabela

Acest algoritm este o variantd imbunatatitd a algoritmului anterior, el fiind foarte eficient
deoarece implica doar o deplasare, o operatie SAU, o operatie SAU EXCLUSIV si un
acces la memorie pentru fiecare octet. Algoritmul precum si rezultatele implementarii
sale in Verilog sunt prezentate in figura 4.



module cro simple (message, polynowial, message cro)
/* Parametrii: */
parsmweter cro width ;7 lungimea CRZ-ului; */
parameter msg width ; FF lungimea wesajului; */
S *Intrari, iesiri =i resurse fizice internes/
/* —» masajul initial: */

input [msg width - : U] message:;

wire [msg width - : U] message:;

/% —-» polinomwul generator: %/

input [ecre width @ 0] polynomial;

wire [ere_width @ 0] polynomial;

f* —» mesajul cu CRC-ul adaugat: */

cutput [msg width + crc width - H ] message cro;

redg [mag wideh + cre width - H ] message cro;

red [ere widch - 1 0] ere; /% the CRC register; &/

reg wsbh_cro:/*cel wai semnificativ bit al registrului CRC; */

/* resurse logice: */
integer count; /¥ numarator; */
/* Calculeaza CRC-ul s3i atasare: */
always @ (message | polynomial) begin
/% Initializare: */
mESSage Crc = mMEeSSadge;
meEsSSage orc = message orc << cro width:

cre = 'hi;
/% Calculeaga CRC-ul: %/
for (count = msg width + crc_width - 1; count >= [} count = count - 1)
begin
msbh_cre = crofere widech - 17:
cro = ore <4< 1
cro[0] = message_cro[count]:
if (msh_crc == 1] hegin
oro = cro * polynomial;
end
end
/% Adauga CRC—ul mesajului: =*/
message cro[cre_width - H ] = cre:
end
endmodule
Algorittmn:
1. incarca registrul cu biti O
2. adaugd la sfargitul meszajului W
biti 0.

3. ct timp [mesajul mali are biti]
pr— I\v,alu.3 |5“---| EERRN T ey deplasela.zal. reg1str1..1hl stanga
> message AT i — cu un bit, intreducdnd
i e e urmaterul kit din mesaj in
= polynornial 10011 ;(10011 .

e e e poz1t1a )]
Bl ® message cre  11010M1011...: (IR I 4, daca [un bit 1 a fost scos din registru)|

registru = registru XOR polinom
5. regiztrul contine restul

10 011

Figura 3: Implementare directa



Algoritm Name Value SH... W 0 40 4 60 4 B0 4 100 4 120 .
(C366F 955

1. cat timp (mesajul cu zerouri nu este epuizat)

2. octet«—cel_mai_semnificativ octet{Registru) =5 % b e —
3. Registru«— (Registru << 8) | urmétorul_octet |~ 1%520%0¢ s
4. Registru=— Registru XOR Tabel[octet] £ R men ;
1 R= memory(0] {0000
3210 Mesajul + W bltl 0 [ R= memary(1) 1021
[ R= memomy(2] 2042
[ R= memony(3) {083
[ R= memaory(4) ;{wan
0 moort®) |
memory(E) ;’(SDCS
memary(7) ;{TUET
[ R= memory(] i{sm
memary(10) ANA
[ R= memaryi11] ?IEB
255

Figura 4: Implementarea bazata pe tabela

Coduri Reed-Solomon

Codurile Reed-Solomon (RS) sunt coduri corectoare de erori in bloc inventate in 1960
de Irving Reed si Gustave Solomon. Aceste coduri au inceput sa fie utilizate Tncepand cu
1990, atunci cand progresele tehnologice au facut posibilda trimiterea datelor in
cantitati mari si la viteze ridicate. Actualmente aceste coduri sunt utilizate intr-o gama
largad de echipamente electronice cum sunt:

dispozitivele pentru stocarea datelor (CD, DVD, hard-disk);

telefoanele mobile;

echipamentele folosite In comunicatiile prin satelit;

televiziunea digitala;

modemurile de mare viteza (ADSL, xDSL).

Realizarea unei transmisii folosind codurile RS presupune ca, codificatorul RS s preia
un bloc de date si sd adauge o informatie suplimentara caracteristicd. Una dintre
caracteristicile importante ale codului RS constd 1n faptul ca acest cod va codifica
grupuri de simboluri de date.

Decodificatorul RS proceseaza fiecare bloc si incearcd sa corecteze erorile aparute si
sa recupereze datele trimise original.



Un cod RS este specificat ca RS(n, k) cu simboluri de s biti. Aceastd descriere
semnifica faptul ca, codificatorul preia k simboluri de paritate astfel incat sa rezulte
un cuvant de cod de n simboli. Sunt n - k simboluri de paritate, de cate s biti fiecare.
Un decodificator RS poate corecta pana la ¢t simboluri ce contin erori, cu 2¢ = n - k.

Un cod RS este obtinut impartind mesajul original in blocuri de lungime fixa. Fiecare
bloc este apoi impartit in simboluri de m biti. Fiecare simbol are lungime fixa (intre 3 si
8 biti). Natura liniara a acestui cod asigura faptul ca fiecare cuvant de m biti este valid
pentru codificare astfel Incat se pot transmite date binare sau text.

Exemplu Un cod des folosit este RS(255, 233) cu simboluri de 8 biti. Fiecare cuvant de
cod contine 255 de simboluri din care 233 sunt de date si 22 sunt de paritate. Pentru

acest cod se pot stabili urmatoarele relatii: n = 255, k — 233, s = 8, t = 16.

Codurile RS pot fi scurtate dacd la codificator se fac anumiti biti zero, nu se transmit
dar sunt adaugati la decodificator. Spre exemplu, codul RS(255, 233) poate fi scurtat la
(200, 168). Operatiile realizate de codificator sunt urmatoarele:

e se preia un bloc de 168 de biti de date;

e se adauga virtual 55 de biti de zero creand astfel un cod (255, 233);

¢ se transmit doar 168 biti de date si 32 biti de paritate.

Un decodificator RS poate corecta un numar de ¢ erori §i pand la 2¢ stersaturi. La
decodificarea unui cuvant RS pot aparea urmatoarele variante:

e dacd 2s + r < 2t atunci codul original transmis poate fi corectat in Intregime;
e decodificatorul indica faptul ca nu poate reface codul original;

e decodificatorul va genera un cuvant decodat cu erori si nu va fi semnalat acest
lucru.

Arhitectura decodorului poate fi urmarita in figura 5.

Polinom detector
21 de erori

Locatiile Magnitudinea
erorilor ereriler T 3
*

cuvé.nttl r[::] 'Ll“ia.écul L{x] 5 —‘-Corecgie legire
receptiona sindrom Algoritrmul CAutare Algoritmul erori <=

Berldelamp-Mazssev | CHIEN ”’ FORNEY

Figura 5: Arhitectura unui decodificator RS.



Algoritmul de criptare RSA

Algoritmul RSA este un sistem criptografic ce utilizeaza chei publice si a fost creat
de un grup de cercetatori de la MIT (Massachusetts Institute of Technology) cu scopul
de a asigura securitatea datelor schimbate prin intermediul Internet-ului.

Metodele traditionale de criptare (spre exemplu algoritmul DES - implementarile

hardware si JAVA precum si simularile acestor implementari pot fi vizualizate la
-(n—1

http://www.csit-sun.pub.ro) folosesc un numar de %) chei, In timp ce algoritmii

bazati pe chei publice utilizeaza un numar de cel mult n chei publice.

O alta deosebire constd in faptul cd in sistemele traditionale de criptare, cheia de
criptare trebuie tinutd secretd deoarece ea trebuie utilizatd in cadrul procesului de
decriptare. In cazul criptirii cu chei publice, cheia de criptare/decriptare nu mai este
trimisd receptorului, deci canalul de comunicatie dintre transmitdtor §i receptor poate
s nu fie securizat.

Utilizarea algoritmului RSA implica crearea a doud chei de catre transmitator: una
publica si una privata. Cheia publicd este trimisa oricarui destinatar la care trebuie trimis
mesajul criptat. Cheia privata sau secreta este utilizata pentru decriptarea mesajului
criptat cu ajutorul cheii publice.

Modalitatea de realizare a unei comunicatii criptate cu ajutorul algoritmului RSA
este prezentata 1n figura 6.

Transmitatoer Feceptor
Meszaj =~ Criptare Decriptare—= Mezaj
Cheis - = * i Cheis
. - i o H =
publica privata
Comunicatie
Internet

Figura 6: Arhitectura unui decodor RS.

Transmisia folosind algoritmul RSA necesita parcurgerea a doud etape importante:

1. Generarea cheilor - se genereaza doud chei una publica si una privata. Pentru
aceasta trebuie parcursi urmatorii pasi:



1. se aleg douda numere prime p si g cu aceeasi magnitudine (lungime) si
se genereazd numarul n=p - q;

2. sedetermind ®=(p—-1)-(g-1);

3. se alege e ca fiind un numar prim in raport cu @, deci cel mai mare
divizor comun (notat gcd(e, & )) al celor doua numere trebuie sa fie 1. In
implementarile practice valoarea lui e este aleasd ca fiind un numar
prim Fermat (3, 5, 17, 65537,...);

4. se determind valoarea d care reprezintd inversiunea modulard a lui e si

b
d = rest(e—ij
b

Cheia publica este alcatuita din perechea (n, e), cat timp cheia privata este formata din
perechea (n, d). Implementarea hardware a celui mai mare divizor comun se realizeaza
cu ajutorul algoritmului lui Euclid.

Algoritm EuclidExtins(a, Db)
if b = 0 then
return (a, 1, 0)

else
(d’, x’, y') = EuclidExtins (b, rest(gj)
a 1
return (d’, y’, x’' - Z.y)

2. Transmisia informatiei - In cadrul acestei etape, atdt transmititorul cét si
receptorul trebuie sd execute cateva operatii distincte. Transmitatorul
realizeazad urmatoarele operatii:

a. obtine cheia publica (n, e) de la receptor;

b. converteste mesajul intr-o multime de intregi pozitivi;

c. calculeaza textul criptat conform relatiei: ¢ = m® mod n;
d. transmite mesajul c la receptor.

Receptorul realizeaza urmatoarele operatii:
a. utilizeaza cheia privata (n, d) pentru a calcula m = ¢ mod n;
b. extrage textul din colectia de numere intregi m.



Algoritmul de criptarea IDEA

IDEA este un algoritm bazat pe chei publice care cripteaza blocuri de cate 64 de biti
folosind o cheie de criptare de lungime 128 de biti. Criptarea si decriptarea presupun
utilizarea aceluiasi algoritm. Implementarea acestui algoritm impune utilizarea a trei
operatii: XOR, adunarea modulo 65536 si inmultirea modulo 65537 care opereaza pe sub-
blocuri de dimensiune 16 biti.
Functionarea algoritmului consta in parcurgerea a opt pasi. Blocul de date de dimensiune
64 de biti este impartit Tn 4 parti Xy, X;, X, si X3, fiecare parte avind dimensiunea de 16
bifi. In fiecare pas, intre cele 4 sub-blocuri se realizeaza o operatie XOR, de adunare sau de
inmultire, impreuna cu 6 subchei de dimensiune 16 biti fiecare.
Intre pasii 2 si 3, sub-blocurile sunt interschimbate, iar in final cele 4 sub-blocuri sunt com-
binate impreunad cu 4 subchei pentru a forma iesirea. In cadrul fiecarui pas al algoritmului
se executa urmatoarea succesiune de operatii:

¢ se Tnmulteste Xy cu prima subcheie;

e se aduna X; la a doua subcheie;

e se aduna X la a treia subcheie;

¢ se inmulteste X; cu a patra subcheie;

¢ XOR intre rezultatele pasilor 1 si 3;

¢ XOR intre rezultatele pasilor 2 si 4;

¢ se inmulteste rezultatul pasului 5 cu subcheia numarul 5;

¢ se aduna rezultatele obtinute in cadrul pasilor 6 si 7;

¢ se inmulteste rezultatul de la pasul 8 cu subcheia numarul 6;

¢ se aduna rezultatele obtinute la pasii 7 §1 9;

¢ XOR intre rezultatele pasilor 1si 9;

¢ XOR fintre rezultatele pasilor 3 si 9;

¢ XOR fintre rezultatele pasilor 2 si 10;
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¢ XOR fintre rezultatele pasilor 4 si 10.

Cele patru rezultate sunt sub-blocurile obtinute in urma pasilor 11, 12, 13 si 14. Se
inter-schimba cele doud sub-blocuri din mijloc si astfel se obtine intrarea pentru
urmatorul pas. Exceptie face ultimul pas in care nu se mai executa interschimbarea celor
doua sub-blocuri din mijloc. Dupa pasul opt se executd urmatoarea secventa de operatii
pentru a determina rezultatul final:

¢ se inmulteste X, cu prima subcheie;
e se aduna X; la a doua subcheie;
e se aduna X> la a treia subcheie;

¢ se Tnmulteste X; cu a patra subcheie.

In final cele patru sub-blocuri se vor concatena pentru a forma blocul criptat de lungime
64 de biti.

Algoritmul utilizeaza 52 de subchei: 6 subchei pentru fiecare pas si 4 subchei pentru
pasul final. Generarea subcheilor porneste de la cheia de lungime 128 de biti care se
imparte Tn opt subchei. Acestea reprezintd primele opt subchei utilizate Tn algoritm. La
pasul urmator cheia este deplasata la stinga 25 de pozitii si apoi Impartitd in opt parti.
Acest proces de generare a subcheilor este continuat pand se genereaza toate cele 52 de
subchei necesare functiondrii algoritmului.

Schema generala a algoritmului de criptare IDEA este prezentata in figura 7.

125

M Modul de
modificare
a cheilor
Criptare =10 0:5 05 0:5 0:5
Decriptare = 1
Paszul 1 Fazul 2 o Fazul & Pazul
CLE et final

—
Blec de date T T - T 1

Figura 7: Schema generala a algoritmului de criptare cu chei publice IDEA.
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2. Desfasurarea lucrarii

Se va proiecta in Verilog utilizdnd Xilinx WebPACK ISE 10.1 si se va simula un
circuit, care implementeaza algoritmul IDEA. Se va folosi schema generald prezentata
in figura 7.

3. Probleme propuse

1. Sa se proiecteze in Verilog utilizdnd Xilinx WebPACK ISE 10.1 si sa se
simuleze un circuit, care implementeaza algoritmul CRC bazat pe tabela.

2. Sa se proiecteze in Verilog utilizand Xilinx WebPACK ISE 10.1 si sa se
simuleze un circuit, care implementeaza algoritmul de criptare RSA.

Indicatii

® Este bine sa se calculeze o tabela de conversie pentru fiecare dintre cele 256
valori de intrare posibile. Pentru a cripta mesajul va fi necesar doar accesul la o
memorie locald care memoreaza tabela determinata. La decriptare se va utiliza
acelasi artificiu.

e Pentru a putea implementa in hardware expresia m® mod n se va utiliza urmatorul

algoritm:
res = m;
for (1 = 2;, i<=e; i = 1 + 1) begin
res = res * m;

if (res > m) begin

o)

res = res % n;
end
end
cypher (m, n, e) = res;

12



