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1.3.  Problema elementară de calcul variaţional (CV). 
Teorema lui Euler. Integrale prime ale ecuaţiei Euler-
Lagrange 

 

1.3.1. Problema elementară de CV. Teorema lui Euler 

1.3.2. Integrale prime ale ecuaţiei Euler-Lagrange 
 

În continuare se va aborda problema determinării punctelor staţionare pentru 

funcţionale concrete. Condiţiile necesare de extrem local slab, stabilite mai sus în 

secţiunea 1.2.5, conţin în enunţul lor funcţiile arbitrare  y x . Pentru a stabili condiţii 

necesare de extrem local slab care să conţină numai funcţiile care realizează extremul 

se utilizează lemele fundamentale ale CV (a se vedea secţiunea 1.2.3). 

1.3.1. Problema elementară de CV. Teorema lui Euler 
Fie 2

2 2: [ ; ] ( )a b       o mulţime deschisă, iar :F    o funcţie de clasă 1C . Să 

considerăm mulţimea 

  1: [ ; ] | , ( ), ( ) , [ ; ]y C a b x y x y x x a b     . 

Lema 1.3.1. Mulţimea   este deschisă în spaţiul 1[ ; ]C a b . 

Demonstraţie. Să considerăm un element arbitrar 0y  . Deoarece funcţia vectorială 

:[ ; ]a b  , care asociază elementului [ ; ]x a b  tripletul 0 0( , ( ), ( ))x y x y x  , este continuă, 

rezultă că mulţimea 

 0 0: ( , ( ), ( )) | [ ; ]x y x y x x a b    

este compactă [1, p.54] şi, prin urmare, mărginită şi închisă. Evident că complementul 
3: \    al mulţimii   faţă de spaţiul topologic 3  este o mulţime închisă şi   .  

Fie  ( , ) : inf ( , ) | ,d r d M N M N       distanţa dintre mulţimile   şi  . Vom 

arăta că 0r  . 

Presupunem prin absurd că ( , ) 0r d   . Atunci, pentru 1 n  , există nP   şi nQ   

astfel încât 

( , ) 1n nd P Q n .     (1.3.1) 

Deoarece mulţimea   este mărginită, rezultă că şi şirul { }nP  este mărginit. Din lema 

lui Cesàro [19, p.244] deducem că există un subşir { }
kn

P  convergent. Fie lim
knk

P P


 . 

Întrucât mulţimea   este închisă rezultă că P  [1, p.18]. 

Pe de altă parte, din relaţia (1.3.1) rezultă că subşirul { }
kn

Q  este de asemenea 

convergent şi limita sa este tot P . Evident P  pentru că   este închisă. Am ajuns 
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astfel la o contradicţie şi anume P  , adică   şi   nu sunt disjuncte. Deci 0r  . 

Vom arăta acum că 0( ; 2)V y r   ceea ce va însemna că mulţimea   este 

deschisă. Fie 0( ; 2)y V y r . Atunci 10 0 0[ ; ] [ ; ] [ ; ]
max ( ) ( ) max ( ) ( ) 2

C a b x a b x a b
y y y x y x y x y x r

 
       . În 

particular avem 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) 2, [ ; ]y x y x y x y x r x a b       . 

Fixăm un element arbitrar [ ; ]x a b . Considerăm punctele 0 0( , ( ), ( ))M x y x y x   şi 

( , ( ), ( ))T x y x y x . Avem 

2 2
0 0 0 0( , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 2d M T y x y x y x y x y x y x y x y x r            . 

Deoarece ( , ) ( , )d T d T M , rezultă că ( , ) 2d T r . Din această ultimă inegalitate 

deducem că T  , pentru că, în caz contrar, dacă T   atunci ( , ) ( , )d T d r    , ceea 

ce este absurd. Astfel a fost stabilit că dacă 0( ; 2)y V y r , atunci 

( , ( ), ( )) , [ ; ]x y x y x x a b    , deci y .   

Să considerăm funcţionala :I  , definită în modul următor: 

[ ( )] : ( , ( ), ( ))
b

a

I y x F x y x y x dx  .     (1.3.2) 

Ne punem problema determinării funcţiilor din   care realizează un extrem al 

funcţionalei (1.3.2) pe această mulţime. Conform teoremei 1.2.4, dacă ( )y x   

realizează un extrem al funcţionalei (1.3.2) pe mulţimea   şi [ ( )]I y x  admite variaţia 

întâi în ( )y x  pe orice direcţie 1( ) [ ; ]y x C a b  , atunci 
1[ ( ); ( )] 0, ( ) [ ; ]I y x y x y x C a b      . 

În practică se pune problema determinării punctelor de extrem al funcţionalei 

(1.3.2) în submulţimea funcţiilor din   cu valori fixe la extremităţi. În acest caz, fie 

,a by y   numere date şi  

    : ( ) | ( ) , ( )a bD y x y a y y b y         (1.3.3) 

MFA în problema de extrem 
( )

[ ( )]
y x D
extr I y x


. Vom stabili o condiţie necesară de extrem local 

pentru funcţiile ( )y x D . 

Teorema 1.3.1. (Euler) Fie   2
2 2[ ; ] ( ; , )a b a b        o mulţime deschisă, 

1( , ( ), ( )) ( )F x y x y x C    şi D  - mulţimea definită prin relaţia (1.3.3). Dacă funcţia ( )y x D   

realizează un extrem local slab al funcţionalei (1.3.2) pe MFA D , atunci ( )y x  este soluţie 

a ecuaţiei diferenţiale  

   , ( ), ( ) , ( ), ( ) 0y y
dF x y x y x F x y x y x
dx 

    
 

.   (1.3.4) 

Demonstraţie. Fie funcţia admisibilă ( )y x D   realizează un minim relativ slab al 
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funcţionalei (1.3.2) pe MFA D . Atunci 0   astfel încât [ ( )] [ ( )]I y x I y x , 

1( ) ( ( ); )y x D V y x    , unde 1( ( ); )V y x   este o  -vecinătate de ordinul întâi a funcţiei 

( )y x . Funcţia  

( ) : ( ) ( )y x y x y x   ( 1, ( ) [ ; ]y x C a b    fixă)   (1.3.5) 

va aparţine mulţimii D  dacă şi numai dacă 1( )y x H   (a se vedea relaţia (1.2.2)), iar 

pentru valori suficient de mici în modul ale parametrului   (mai exact, pentru 

1[ ; ]C a b
y   ) va aparţine şi  -vecinătăţii 1( ( ), )V y x  . Astfel funcţia admisibilă ( )y x  de 

forma (1.3.5) satisface inegalitatea  

     [ ( )] [ ( )]I y x I y x .      (1.3.6) 

Să considerăm funcţia 1 1[ ; ] [ ; ]
: : ( ) ; ( )

C a b C a b
J y x y x           definită prin relaţia 

 ( ) : [ ( , )] , ( , ), ( , )( )
b

a

I y x F x y x y x x dx       , 

unde ( , )y x   este de forma (1.3.5). Întrucât integrandul 1( )F C   funcţia ( )   este 

derivabilă. În virtutea inegalităţii (1.3.6) avem ( ) (0), J      , ceea ce înseamnă că 

punctul 0   realizează un minim al funcţiei ( )  . Atunci, conform teoremei lui 

Fermat pentru funcţii de o variabilă, în 0   avem  

 (0) 0  .      (1.3.7) 

Ţinând cont de relaţia (1.2.15), condiţia (1.3.7) poate fi scrisă astfel: 

          ; (0) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) ( ) 0
b

y y
a

I y x y x F x y x y x y x F x y x y x y x dx        


          ,  (1.3.8) 

unde funcţia ( )y y x  realizează un extrem relativ slab al funcţionalei (1.3.2). 

Conform ipotezei teoremei avem    , ( ), ( ) [ ; ], , ( ), ( ) [ ; ]y yF x y x y x C a b F x y x y x C a b   


   . 

Atunci, ţinând cont că egalitatea (1.3.8) are loc pentru orice 1( ) [ ; ]y x C a b   supusă 

condiţiilor ( ) ( ) 0y a y b   , conform lemei 1.2.4 deducem că există 

 , ( ), ( ) [ ; ]y
d F x y x y x C a b
dx

 


   
 

 şi are loc relaţia    , ( ), ( ) , ( ), ( )y y
d F x y x y x F x y x y x
dx

   


   
 

, de 

unde rezultă relaţia (1.3.4). 

Cazul în care ( )y x  realizează un maxim local slab al funcţionalei [ ( )]I y x  se 

analizează în mod analog.   

Remarca 1.3.1. Relaţia (1.3.4) este numită ecuaţia Euler-Lagrange corespunzătoare 

funcţionalei (1.3.2). Dacă  2F C  , atunci în toate punctele în care 

    , , 0y yF x y x y x 
 

   funcţia extremală  y x D   are derivată de ordinul doi şi verifică 
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EEL, scrisă sub forma unei ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul doi în raport cu y : 

    0y y yy xy yF y F y F F        ,     (1.3.9) 

unde               2 2 2 2, , , , , , , ,y y yy xyF F x y x y x y F F x y x y x y y F F x y x y x x y     
   

               .  

Remarca 1.3.2. Ecuaţia Euler-Lagrange reprezintă o condiţie necesară (funcţia care 

realizează extremul trebuie căutată printre soluţiile EEL), dar nu şi suficientă pentru 

ca funcţia ( )y x  să realizeze un extrem al funcţionalei (1.3.2). Astfel soluţia ecuaţiei 

(1.3.4) ar putea şi să nu fie punct de extrem. 

Definiţia 1.3.1. Orice curbă integrală (soluţie) a ecuaţiei Euler-Lagrange (1.3.4) se 

numeşte extremală (punct staţionar) a funcţionalei (1.3.2). 

Exemplul 1.3.1. Să se afle extremalele admisibile ale funcţionalei 

    
1

2 2 1

0

[ ( )] ( ) ( ) 2 ( ) , ( ) : ( ) [0;1] (0) 0, 1 0xI y x y x y x y x e dx y x D y x C y y        . 

Pentru integrandul 2 2( ) ( ) 2 ( ) xF y x y x y x e    avem  2 2 , 2 , 2x
y y y

dF y e F y F y
dx      . 

Ecuaţia Euler-Lagrange xy y e    reprezintă o ecuaţie diferenţială liniară neomogenă 

cu coeficienţi constanţi. Soluţia acesteia se obţine prin însumarea soluţiei generale a 

ecuaţiei omogene asociate şi a unei soluţii particulare a ecuaţiei neomogene. Să 

rezolvăm ecuaţia omogenă 0y y   . Ecuaţia caracteristică asociată 2 1 0    posedă 

două rădăcini reale distincte 1 21, 1    , iar atunci soluţia generală a ecuaţiei 

omogene se va scrie sub forma   1 2
x x

SGEOy x c e c e  . Soluţia particulară a ecuaţiei 

neomogene se va găsi prin metoda selecţiei (a se vedea Anexa). Întrucât în acest 

exemplu membrul drept al ecuaţiei neomogene este de forma   xf x e , iar conform 

metodei selecţiei, forma generală a acestuia este           cos sinx
m nf x e p x x q x x     

(  mp x  şi  nq x  sunt polinoame de grad m  şi n  respectiv), avem 1, 0   . Deoarece 

numărul 1i      este rădăcină a ecuaţiei caracteristice de multiplicitate 1s  , 

soluţia particulară a ecuaţiei diferenţiale neomogene se va căuta sub forma 

   x
SPENy x axe a  . Înlocuind  SPENy x  în ecuaţia neomogenă se obţine: 

2 1 2x x x xae axe axe e a     , 

de unde găsim   1
2

x
SPENy x xe ,       1 2

1
2

x x x
SGEN SGEO SPENy x y x y x c e c e xe     . Folosind 

condiţiile la extremităţi se află constantele 1c  şi 2c : 

 
 

 
 

2 2
11 2

1 2 2
1 2 2

0.5 10 0 0
0.5 01 0 0.5 1

c e ey c c
c e c e ey c e e

          
         

. 
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Astfel unica extremală admisibilă a funcţionalei este  

 
2 2

2 2

0.5 0.5 0.5
1 1

x x xe ey x e e xe
e e

   
 

. 

În anexe găsiţi fişierul MATLAB ce dă soluţia problemei formulate în exemplul 

1.3.1, rezolvând ecuaţia Euler-Lagrange prin metodă analitică exactă şi desenează 

graficul extremalei admisibile: 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.2

-0.1

0

0.1
 Exemplul 1.3.1

x

y (
x )

 
Remarca 1.3.3. În cazul în care 2( , ( ), ( )) ( )F x y x y x C   , ţinând cont că derivata (0)  este 

variaţia de ordinul întâi  [ ( ); ]I y x y x   a funcţionalei (1.3.2) în punctul ( )y x , obţinem 

formula: 

     [ ( ); ] , ( ), ( ) , ( ), ( ) ( )
b

y y
a

dI y x y x F x y x y x F x y x y x y x dx
dx

      


    
  .  (1.3.10) 

Într-adevăr, dacă admitem că 2( , ( ), ( )) ( )F x y x y x C   , atunci are loc reprezentarea 

(integrăm prin părţi): 

     , ( ), ( ) ( ) ( ) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( )
x bb b

y y y
x aa a

dF x y x y x y x dx y x F x y x y x y x F x y x y x dx
dx

  


     
  



      
   . 

Datorită faptului că ( ) ( ) 0y a y b   , primul termen din membrul drept al ultimei 

egalităţi este nul. Acum, ţinând cont de relaţia (1.3.8), obţinem (1.3.10).   

1.3.2. Integrale prime ale ecuaţiei Euler-Lagrange 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale Euler-Lagrange (prescurtat EEL) se exprimă prin 

quadraturi elementare doar în cazuri particulare. Vom evidenţia, totuşi, câteva cazuri 

simple în care EEL admite diminuare a ordinului.  

1) Integrandul ( , ( ), ( ))F F x y x y x  nu depinde explicit de x  şi ( )y x . 

Fie ( ( ))F F y x . Atunci, utilizând forma extinsă (1.3.9) a EEL, vom avea  

   
( ) 0

( ) ( ) 0
( ) 0y y

y y

y x
F y x y x

F y x 
 

 
      

. 

Soluţia generală a ecuaţiei ( ) 0y x   este (se obţine integrând de două ori ambii membri 

ai ecuaţiei) 
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1 2( )y x c x c   ( 1 2,c c  ).     (1.3.11) 

Condiţia  ( ) 0y yF y x     ne dă o ecuaţie diferenţială ordinară de ordinul I. Dacă aceasta 

are rădăcini reale de forma ( ) iy x k  , atunci familia de drepte  ( ) iy x k x c c    se 

conţine în familia (1.3.11). Prin urmare, soluţia generală a EEL în cazul menţionat 

este dată de relaţia (1.3.11). 

Exemplul 1.3.2. Să se afle extremalele admisibile ale funcţionalei 

    
2

4 3 1

0

[ ( )] ( ) ( ) , ( ) : ( ) [0;2] (0) 0, 2 4I y x y x y x dx y x D y x C y y        . 

Deoarece integrandul 4 3( ) ( )F y x y x    nu depinde explicit de x  şi ( )y x , utilizând forma 

extinsă a EEL avem     2

( ) 0 ( ) 0
( ) ( ) 0

( ) 0 12 ( ) 6 ( ) 0y y
y y

y x y x
F y x y x

F y x y x y x 
 

   
         

. Soluţia 

generală a ecuaţiei ( ) 0y x   este 1 2 1 2( ) , ,y x c x c c c   . Ecuaţia diferenţială ordinară de 

ordinul întâi 212 ( ) 6 ( ) 0y x y x    are următoarele soluţii în raport cu ( )y x : ( ) 0y x   şi 

( ) 1 2y x   . Familiile de drepte 3( )y x c  şi 4( ) 2y x x c    nu aparţin MFA întrucât nu 

satisfac condiţiile la extremităţi. Prin urmare, familia 1 2( )y x c x c   reprezintă soluţia 

generală a EEL. Determinăm coeficienţii 1c  şi 2c  din condiţiile la extremităţi: 

2 1

1 2 2

0 2(0) 0
(2) 4 2 4 0

c cy
y c c c

   
        

. Prin urmare, funcţia ( ) 2y x x   este extremală admisibilă. 

2) Integrandul ( , ( ), ( ))F F x y x y x  nu depinde explicit de x  şi ( )y x , sau alt caz ce 

conduce către acelaşi rezultat - F  nu depinde explicit de ( )y x . 

Fie ( ( ))F F y x  sau ( , ( ))F F x y x . Atunci, în primul caz EEL ia forma ( ( )) 0yF y x  , iar în cel 

de-al doilea ( , ( )) 0yF x y x  . Soluţiile acestor ecuaţii nu conţin elemente arbitrare şi, de 

aceea, în general vorbind, nu satisfac condiţiile la extremităţi, adică nu există 

extremale admisibile ale funcţionalei. Dacă însă soluţiile ecuaţiilor menţionate trec 

prin punctele de frontieră ( ; )aa y  şi ( ; )bb y , atunci acestea sunt extremale admisibile. 

Exemplul 1.3.3. Să se afle extremalele admisibile ale funcţionalei 

    
2

2 1

1

[ ( )] ( ) ( ) , ( ) : ( ) [1;2] (1) 0, 2 1I y x y x y x dx y x D y x C y y       . 

Deoarece integrandul 2 ( ) ( )F y x y x   nu depinde explicit de x  şi ( )y x , EEL ia forma 

( ( )) 0 2 ( ) 1 0 ( ) 1 2yF y x y x y x       . Problema formulată nu are soluţii, deoarece curba 

( ) 1 2y x    nu satisface condiţiile la extremităţi  (1) 0, 2 1y y  . 

Exemplul 1.3.4. Să se afle extremalele admisibile ale funcţionalei 
2

0

[ ( )] ( )(2 ( ))I y x y x x y x dx


  , 
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     1 1) ( ) : ( ) [0; 2] (0) 0, 2 2 ; ) ( ) : ( ) [0; 2] (0) 0, 2 1a y x D y x C y y b y x D y x C y y              . 

Deoarece integrandul ( )(2 ( ))F y x x y x   nu depinde de ( )y x , EEL ia forma 

( , ( )) 0 2 2 ( ) 0 ( )yF x y x x y x y x x      . În cazul a) pentru funcţia ( )y x  se îndeplinesc 

condiţiile la extremităţi  (0) 0, 2 2y y    , prin urmare, funcţia ( )y x x  este extremală 

admisibilă a funcţionalei [ ( )]I y x  în problema de extrem dată. În cazul b) însă, funcţia 

( )y x  nu satisface condiţiile la extremităţi şi, de aceea, nu reprezintă o extremală 

admisibilă. 

3) Integrandul ( , ( ), ( ))F F x y x y x  nu depinde explicit de variabila x . 

Fie ( ( ), ( ))F F y x y x . Atunci avem 

             y y y x y y y y x
d d dy F F y F y F F F y F y y F F F
dx dx dx    

                
 

  (1.3.12) 

Dacă funcţia ( )y x  este extremală a funcţionalei, atunci aceasta este soluţie a EEL. 

Ţinând cont de aceasta şi că 0xF  , din relaţia (1.3.12) deducem 

 ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) 0y
d y x F y x y x F y x y x
dx     , de unde obţinem integrala primă  

   ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))yy x F y x y x F y x y x c const     ,   (1.3.13) 

care se numeşte integrala energiei pentru funcţionala I  (termen care îşi are originea în 

mecanică). Membrul stâng al ecuaţiei (1.3.13) este o funcţie de ( )y x  şi ( )y x , dar care 

nu depinde explicit de variabila x . Dacă se reuşeşte să se rezolve această ecuaţie 

diferenţială de ordinul I în raport cu derivata ( )y x , adică se obţine o relaţie de forma 

( ) ( ( ), ),y x y x c c const   , atunci, ţinând cont că ( )y x dy dx  , obţinem extremalele 

funcţionalei sub forma 1
( , )

x dy
y c

  . 

Remarca 1.3.4. La obţinerea integralei energiei pentru funcţionala [ ( )]I y x  s-a admis 

suplimentar că există derivata a doua ( )y x . Integrala energiei posedă o extremală în 

plus ( )y x const . 

Exemplul 1.3.5. Să se afle extremalele admisibile ale funcţionalei 

  
1

2 1 3

0

[ ( )] ( ) ( ) , ( ) : ( ) [0;1] (0) 1, 1 4I y x y x y x dx y x D y x C y y      . 

Deoarece integrandul 2( ) ( )F y x y x  nu depinde explicit de variabila x , în baza celor 

spuse mai sus, EEL posedă integrala primă de forma (3.1.13): 
2( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( )2 ( ) ( ) ( ) ( )yy x F y x y x F y x y x c y x y x y x y x y x c             

 2
1( ) ( ) :y x y x c c    .     (1.3.14) 

Soluţia generală a acestei ecuaţii diferenţiale o vom obţine efectuând substituţia 



 8 

( )y x dy dx    . Atunci ecuaţia (1.3.14) ia forma 2
1( )y x c  , de unde găsim 2

1( )y x c  . 

Pentru diferenţiala dy  avem:  2 3
1 12dy d c c d     . Atunci 4

12dx dy c d     , de unde, 

integrând în ambii membri, obţinem 1
23

2
3
cx c


   sau 3 1

2

2
3( )

c
x c

 


. Deoarece 2
1( )y x c   

avem că 
2 2 2

2 21 33 31 1 12
2 1

9( ) 9( )2( )
3( ) 4 4

x c x ccy x c c c
x c c

   
    

 este soluţia generală a EEL. 

Determinăm coeficienţii 1c  şi 2c  din condiţiile la extremităţi: 

   

2 23
2 1 2 1

3 22 33 2 12 1

9 91 1(0) 1 4 4
9(1) 4 9 1 41 4 44

c c c cy

y c cc c

         
       

 

12
1 22

21 2
22

12 2
2

2

4 9
4 9

14 9
1

43 2 1 0
1 3

1 3

c
c c

cc c
c

cc c
c

c

 
                    

. 

Drept rezultat obţinem două extremale admisibile: 23( ) ( 1)y x x    şi  23( ) 9 1 3y x x     

 23 3 1x  . 

4) Integrandul ( , ( ), ( ))F F x y x y x  nu depinde explicit de funcţia ( )y x . 

Fie ( , ( ))F F x y x . Atunci EEL ia forma  ( , ( )) 0y
d F x y x
dx    , de unde găsim integrala primă 

   ( , ( ))yF x y x c const    .     (1.3.15) 

Relaţia (1.3.15) este cunoscută ca integrala impulsului, termen care provine din 

mecanica clasică. Ea reprezintă o ecuaţie diferenţială de ordinul I ce nu conţine 

explicit funcţia necunoscută ( )y x . Dacă această ecuaţie o vom rezolva în raport cu 

derivata ( )y x , vom obţine ( ) ( , ),y x x c c const   , de unde găsim extremala 

( ) ( , )y x x c dx  . 

Exemplul 1.3.6. Să se afle extremalele admisibile ale funcţionalei 

    
2

2 1

0

[ ( )] ( ) ( ) , ( ) : ( ) [0;2] (0) 0, 2 0I y x y x xy x dx y x D y x C y y        . 

Deoarece integrandul 2 ( ) ( )F y x xy x    nu depinde explicit de funcţia necunoscută ( )y x , 

EEL are forma    ( , ( )) 0 2 ( ) 0y
d dF x y x y x x
dx dx      , de unde găsim integrala primă 

12 ( )y x x c   . Rezolvăm ecuaţia obţinută în raport cu ( )y x : 1( ) 2 2y x c x    şi apoi 

integrăm în ambii membri. Obţinem 2
1 2( ) 2 4y x c x x c   . Determinăm coeficienţii 1c  şi 

2c  din condiţiile la extremităţi: 
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1 2 1

2 2

1 0 1(0) 0
(2) 0 0 0

c c cy
y c c

     
       

. 

Astfel se obţine unica extremală admisibilă 2( ) 4 2y x x x    . 

În anexe găsiţi fişierul MATLAB ce dă soluţia analitică exactă a problemei 

formulate în exemplul 1.3.6 şi desenează graficul extremalei admisibile: 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.2

0.4
Exemplul 3.1.6

x

y (
x )

 
5) Integrandul ( , ( ), ( ))F F x y x y x  este funcţie liniară în raport cu ( )y x . 

Fie funcţia F  liniară în raport cu ( )y x : ( , ( )) ( , ( )) ( )F P x y x Q x y x y x  . Atunci  

 y y y y y y x y y x
d dQF F P Q y P Q y Q Q y P Q
dx dx              

şi în acest caz EEL ia forma  

( , ( )) ( , ( )) 0y xP x y x Q x y x  .     (1.3.16) 

Dacă în careva domeniu D  al planului xOy  ultima relaţie se verifică identic, atunci 

aceasta este condiţia necesară şi suficientă pentru ca funcţia F  să fie diferenţială 

totală ( , ( ))dF G x y x
dx

 . Deoarece avem ( , ( )) ( , ( )) ( )x yF G x y x G x y x y x   rezultă că ,x yP G Q G  . 

Vom considera că funcţia 2G C . Atunci xy yxG G . Avem x yF G G y   şi 

    0y y yx yy y yx yy xy yy
d dF F G G y G G G y G G y
dx dx            . 

Astfel condiţia necesară şi suficientă pentru ca să se verifice identic EEL este 

( , ( ))dF G x y x
dx

 . 

Remarca 1.3.5. Fie [ ( )] ( , ( ), ( ))
b

a

I y x F x y x y x dx   şi [ ( )] ( , ( ), ( ))
b

a

J y x H x y x y x dx  , unde 2,F H C . 

EEL pentru funcţionalele [ ( )]I y x  şi [ ( )]J y x  sunt echivalente atunci şi numai atunci 

când ( , ( ))dH F G x y x
dx

  . 

Ca şi în cazul 2) ecuaţia (1.3.16) nu este o ecuaţie diferenţială. Soluţia ei, la 

general vorbind, nu satisface condiţiile la extremităţi, şi, prin urmare, problema de 

calcul variaţional, de regulă, nu are soluţii în clasa funcţiilor continue. 

În cazul în care F  este diferenţială totală ( , ( ))dF G x y x
dx

  avem 
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[ ( )] ( , ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ) ( , ), ( ), ( )
b b

x b
b a a bx a

a a

dI y x F x y x y x dx G x y x dx G x y x G b y G a y y y a y y b
dx




        , 

adică integrala [ ( )]I y x  nu depinde de curba pe care se integrează (de alegerea funcţiei 

( )y x ). Valoarea funcţionalei [ ( )]I y x  este constantă pentru orice curbă admisibilă, iar 

problema variaţională îşi pierde sensul. 

Exemplul 1.3.7. Să se cerceteze la extrem funcţionala 

    2 1[ ( )] ( ) 2 ( ) ( ) , ( ) : ( ) [ ; ] ( ) ,
b

a

I y x y x xy x y x dx y x D y x C a b y a A y b B       . 

Integrandul F  este o funcţie liniară în raport cu ( )y x . Avem ( , ( )) 2 ( )yP x y x y x , 

( , ( )) 2 ( )xQ x y x y x  şi ( , ( )) ( , ( )) 0y xP x y x Q x y x  . Atunci integrandul  2 ( ) 2 ( ) ( )y x xy x y x dx  

reprezintă o diferenţială totală şi, prin urmare, integrala nu depinde de curba de 

integrare: 

     
( , )

2 2 2 2 2 2

( , )

[ ( )] ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
b Bb b

x b

x a
a a a A

I y x y x xy x y x dx y x dx xy x dy d xy x xy x bB aA



          , 

pentru orice curbă de integrare ( )y x  ce trece prin punctele ( ; )a A  şi ( ; )b B . Astfel, 

problema dată de calcul variaţional îşi pierde sensul. 


