1.5. Generalizari ale problemei elementare

de calcul variational

In unele probleme variationale ce reprezintid modele matematice ale unor probleme
aplicative, functionalele depind de mai multe functii necunoscute, de derivate de
ordinul intai, cat si de ordin superior ale acestora. De exemplu, in mecanica clasica,
descrierea pozitiei punctului material in spatiu la momentul de timp ¢ necesita trei

variabile (x(¢),y(¢),z(¢)) . Problema formei axei unei grinzi incovoiate, cu anumite conditii

la extremitati, se reduce la aflarea valorii extremale a energiei potentiale a sistemului,
care este dependenta de curbura grinzii, iar aceasta din urma se exprima prin
derivatele de ordinul intai si doi ale functiei necunoscute. Descrierile matematice a
astfel de probleme reprezinta generalizari ale problemei elementare de calcul
variational.

Rationamentele utilizate in vederea obtinerii EEL pot fi aplicate si la problemele
variationale cu functionale ce contin derivate de ordin superior ale mai multor functii
necunoscute. Evident, in acest caz multimea functiilor admisibile va fi una mai

restransa.

1.5.1. Problema variationala cu functionala ce depinde de mai multe
functii variabile
Fie Q:=[a;b]xA,, cR™" (a,pbeR, A, cR*) o multime deschisa, iar F:Q >R o functie de

clasa C'. Sa consideram multimea

A= {)7(36) [[a;b] > R" [ () = (3,(X),.,,(0)), 3 (x) € C'[a;b], i = 1,m, (x,7(x), 7'(x)) € Q, Vx [a;b]} )
unde y'(x)= (y]'(x),...,y; (x)) .
Lema 1.5.1. Multimea A este o submultime deschisd a spatiului normat C'([a;b];R").

Demonstratia este analogica cu cea pentru lema 1.3.1.

Sa consideram urmatoarea problema de CV:

I[)_/(x)] = j!?F(x, V(x),¥'(x))dx —> extr, (1.5.1)
y(x)eD={¥(x)e A ¥(a)=¥,, y(])=3,}
unde 3,y e€R" sunt vectori definiti. De remarcat ca in cazul dat extremalele
functionalei /[y(x)] sunt vector-functii )7*(x)=( Vi(X)yes Vi (x))T.
Intrucat vector-functiile y(x)e D au valori fixate in extremitatile segmentului [a;b],

variatiile admisibile ale acestora vor fi



5F(x) € H ={55(x):[a:b] > R [6F(x) = (83,(x)....6, (%)), ,(x) € C'[a:b]), 5,(a) = 5y, (b) = 0,i =1L} .
Rezultatul de baza ce contine conditiile necesare de extrem al functionalei I[y(x)]
este dat de:
Teorema 1.5.1. Daca vector-functia y" (x)=( V(X)) v (x))T e D realizeazd un extrem local
al functionalei I:D—>R (definita prin relatia (1.5.1)) pe MFA D, atunci functiile

¥ (x),...,y.(x) sunt componente ale solutiei sistemului de ecuatii diferentiale:

L= (Fy)=0i=Tn, (1.5.2)

unde F, =F, (x y(x),y (x)) F,=F, (x yi(x),y (x)) (xela;b]).
Demonstratie. Pentru o variatie admisibila arbitrara §y(x)e H sa consideram functia de

n variabile reale ¢(a) (& =(a,,...,a,)eR"), definitd in modul urmator:
(@) =I[y,(x)+,6y,(x),....,y,(x)+@,6,(x)] .
. - . " M " T . - . .
Evident, daca vector-functia y (x)=( Y (X)yes v, (x)) realizeaza un extrem al functionalei
I[7(x)], atunci functia ¢(@) are un extrem in punctul 0:=(0,..,0)eR". Prin urmare,

pentru functia ¢(@) au loc conditiile necesare de extrem:

op(a)

=0,i=Ln.
oa,

a=0

Utilizand notatiile Y (x):=y (x)+a,6y,(x),i=1,n, precum si formulele (1.3.5) si (1.3.6), se

obtine
o9(@))| :j’aF(x,Y], LYY X)) IOF oY, , oF o/ _I GO solad -
oo, |, o I e N g aY' .
b
='|‘{I*;,f5yi+ﬂ,;5y1f}dx=0, i=ln, (1.5.3)
oF — _OF o
unde £, =25 (x5 (0.5 W) £, =255 (0.5 ).

i i

Conform ipotezei teoremei avem F, (x v (x),y (x))eC[a bl, F (x vy (x),y (x))eC[a b],

(i=1,n). Atunci, tinand cont c& egalitatea (1.5.3) are loc pentru orice

5y, (x) e C'[a;b] (i=1,n) supusa conditiilor §y,(a)=65y,(b)=0, conform lemei 1.2.4 deducem
ca exista di(F (x,;‘z*(x),y*'(x))j eCla;b] (i=1,n) si are loc relatia (1.5.2). B
M

Remarca 1.5.1. Ecuatiile definite de relatia (1.5.2) reprezinta sistemul de EEL asociat

functionalei (1.5.1).



Algoritm de aflare a extremalelor admisibile ale functionalei definite in problema
(1.5.1):

a) Se scrie sistemul de EEL:

F (x5 0.5 )= (x5 05 ) | =0.i 1.

B) Se afla solutia generala a sistemului de EEL:

yi=y(x,¢5.000,,), i=Ln.

y) Se determina coeficientii ¢,,...,c,, din conditiile la extremitati:

vi(a,c,....c,,))=y',i=1n
yl.(b,c],...,ch)zyf’,i=1,n .

Inlocuind in y,i=1n, valorile obtinute ale constantelor c,...,c,,, se obtin extremalele
admisibile de forma 7" (x) =( V(X)) v (x))T.

Exemplul 1.5.1. Sa se afle extremalele functionalei I:D— R, unde

/2

11y, (0.3, = [ (20,007, (0) =207 () + 32 (1) = 33 (1)),

0

D= {F(x) = (3 (0,3, ()] 3,(x) € C'[0;7/2], i =1,2, ,(0) = 3, (0) =0, y,(/2) = ,(%/2) =1}
Se scrie sistemul de EEL:

2y, -4y, —2}/]',:0,
2y, +2y, =0.

Din a doua ecuatie a sistemului avem y =-)). Expresia obtinuta pentru y, se
substituie in prima ecuatie a sistemului. Se obtine ecuatia diferentiala liniara omogena
(EDLO) cu coeficienti constanti y) +2y)+y,=0. Radacinile ecuatiei caracteristice
asociate 1*+21*+1=0 sunt 4, =+i, ambele de multiplicitate 2. Atunci solutia generala
a EDLO are forma
¥,(x)=¢ cosx +c,sinx +c,xcosx +c,xsinx, (1.5.4)

iar

1, (x)=(c, —2¢,)cosx +(c, + 2¢,)sinx + ¢;xCOS X + ¢, xsin x . (1.5.5)
Relatiile (1.5.4) si (1.5.5) genereaza familia de extremale admisibile ale functionalei.

Coeficientii ¢, (j =1,4) se determina din conditiile la extremitati:

»0)=0 ¢ —2c,=0 ¢ =0
»,(0)=0 ¢ =0 c, =1
< <
»n(7/2)=1 ¢, +2¢,+me,[2=1 |, =0
»#@/2)=1 |c¢,+me,/2=1 ¢, =0

Astfel se obtine extremala admisibila



y(x)= (y]* (x), 5 (x)) =(sinx,sinx). W

1.5.2. Problema variationala cu functionala ce depinde de derivate de
ordin superior ale functiei necunoscute

Fie Q:=[a;b]xA,,, (a,beR, A, cR"") o multime deschisa, iar F:Q - R o functie de clasa

C'. Sa consideram multimea

A= {y(x) ([a;b] > R | y(x) e C"[a;b], (x,y(x),y'(x),...,y("’)(x)) eQ, Vxe [a;b]} R

unde y“(x) (j=0,m) sunt derivatele de ordinul ; ale functiei y(x), ¥ (x)= y(x).
Lema 1.5.2. Multimea A este o submultime deschisa a spatiului normat C"[a;b].

Demonstratia este analogica cu cea pentru lema 1.3.1.

Sa consideram urmatoarea problema de CV:

I[y(x)] = jF(x,y(x),y’(x),...,y("’) (x))dx — extr,
a (1.5.6)

Y@ eD={yx e Ay @=yl, YW ®)=y], j=0m-1},
unde valorile y/,y/ eR (j=0,m—1) sunt date.

Intrucat derivatele y“(x) (j=0,m—1) ale functiilor y(x)eD au valori fixate in
extremitatile segmentului [a;b], variatiile admisibile ale acestora vor fi
Sy(x)€ H ={y(x):[a:b] > R| §y(x) € C"[asb], 5y (a) =5y (b) =0, j =0.m 1} .
Rezultatul de baza ce contine conditiile necesare de extrem al functionalei 7[y(x)]
este dat de:
Teorema 1.5.2. Fie functia F(x,y(x),y'(x),..,y"(x)) de clasa C'. Daca functia y*(x)eD
realizeaza un extrem local al functionalei 1:D—R (definita prin relatia (1.5.6)) pe MFA

D, atunci y'(x) este solutie a ecuatiei diferentiale

m J

2.V ;i,. (£, ()=0, (1.5.7)

unde F, :=F,, (x,y* (x),y*'(x),...,y*“”(x)), j=0m (y¥=y, xel[a;b]).

Demonstratie. Pentru o functie admisibila y(x)e D si o variatie arbitrara sy(x)e H fixata

sa consideram functia ¢(a) de variabila reala «, definita in modul urmator:

o) = I[y(x) + a5y(x)] = jF(x,y(x) +ady(x),y (x) +ady'(x),... " (x) +ady"™ (x))dx ,

unde 5y (x) este derivata de ordinul ; a variatiei Sy(x).
Evident, daca functia y=)"(x) realizeaza un extrem al functionalei /[y(x)], atunci

functia ¢(a) are un extrem in punctul «=0. Intrucat ¢(a) este derivabila in acest

4



punct, avem go'(a)|a=0=0. Utilizand notatiile Y(x):=y(x)+ady(x), precum si formulele

(1.3.5) si (1.3.6), se obtine

OF (x,Y.,Y',.. Y("’)) oF aY oF oY’ oF oy™
(D( )|a 0_,[ '[ At =t t (m) =
oa oY 6a 6Y oa oY oa o
b b
_ oF oF , (m) _ ' (m) —
- a{—ay5y+—ay'5y bt 6 }dxazo —;[{F;,5y+Fy,5y bt FL 8y ™hde=0,  (1.5.8)

unde derivatele partiale F,,F,,...F,, se calculeaza in punctul (x, Y (x), " (%),..., y*("’)(x)).

a b
Sa consideram functiile h,(x):=[F,®)dr, h,(x) :=j(hj,] (O)+F,, (t))dt (j=Lm-1) de clasa

X

C'[a;b] (exista derivatele continue hj(x):=~F,(x), }(x) :=—(hj,](x)+Fy(/)), j=1m-1). Tinand

cont de acestea, precum si de expresia (1.5.8) pentru variatia de ordinul intai a

functionalei, avem

b
61[y;6y]= j{—h65y +F, 6y +F.5y"+... +Fy(,,,)5y("’)}dx ,

a

Intrucat §ye H , integrand prin parti, se obtine

b
x=b

b b
1= [{-hdy+ F, 5y de=—hy " + [ (hy + F, )8 y'dv =[Sy

a

' VZZ + jihﬁy"dx = jhﬁy"dx ;

I, =1 +'I|)‘Fy~5y”dx=j]‘(h] +F, )5y"dx j ~hoy"dx =~h,6y"| _

a

x=b

+jh 5y"dx = jh Sy"dx ;

I, = n,2+jF SV = I(hn12+F( ]))5 (D) e — J' i

m

5y(""])dx =

m—1

a

(m) g«
m—1 mf]5y ' dx ’

=—h Sy ])‘:i + jihm5y("')dx = jh

b b
Im = Imf] + J‘F;,(W)5y(m)dx = J‘(hm4 + F;,('ﬂ) )5y("7)dx .

a

Conform conditiei necesare de extrem de ordinul I avem 6&1[y;6y]=0,VéyeH, si,

intrucat 81[y;6y]=1,, rezulta ca

m?

jl(hm] + Fy(,,,) )5y("’)dx =0, VoyeH.

Conform lemei 1.2.3 (generalizarea lemei du Bois-Reymond) are loc relatia:
() + F ) (X) = B, (%) (1.5.9)
unde P, (x) este un polinom algebric de grad cel mult m-1 (cu coeficienti reali). Din

relatia (1.5.9) rezulta ca F ., (x)==h, (x)+ P, (x)eC'[a;b], iar atunci



i(F” (x)) w2 () F oy () + B, (%) De aici avem
5 ( W )(x)) ”(x) hm 2(x)+P ](x) € C [a b]

;i[ d ( o >(x)) u(x)j ( By s(X)+F (x))+p” (x).

Procedand in acelasi mod, se obtine:

o) o ) e (9= (04 P (9 Clat,

%((Z’: ( ym ( )) ( Hm=D (x)) + F;,(mm (X)J m— 4(x) + F ne3) (X) + P'”](x) ,

5733(1@(,,”<x))—5722(mU<x>)+ d( s (0) = F (6) = By () + B () €Cash],

1 k+1 d’" ‘ _ _1 m+2 P(m 1)
Z( ) d m—k ( U=k (X)) _( ) hO (X) + m—1 (x) ’
k=1

(;< y L (e (x))J = (),

> d—(F (x)=0.

- . g d’
Aici s-a tinut cont ca F, =F, (

po

Fym(x)):sz(/)(x). Dupa inmultirea la (-1)", apoi

efectuarea substitutiei m-k=j, se obtine relatia (1.5.7). B

Remarca 1.5.2. Ecuatia definita de relatia (1.5.7) este numita ecuatia Euler-Poisson
(prescurtat EEP) asociata functionalei (1.5.6).

Remarca 1.5.3. Ecuatia (1.5.7) se obtine mai simplu in cazul in care functia
F(x, y(x),y'(x),...,y™(x)) este de clasa C™' pe Q, iar y'(x)eD:=DnNC*"[a;b] realizeaza un
extrem local al functionalei I[y(x)] pe MFA D. Intr-adevar, daca functia y’(x) e C*"[a;b],

atunci, utilizand integrarea prin parti si conditiile la extremitati, se obtine

jF 5y'dx——j 5ydx jF 0y"dx = jlsz ( )5ydx cees ley(,,,ﬁy("')dxz(—1)"’]7‘5}1; (Fv(,,,))5ydx.
a a a x i
Substituind expresiile obtinute in relatia (1.5.8) avem
b d d2 " dm
HF —5(1:},)+§(Fy~)+...+(—1) W(Fy(,,,) )}5ydx=0. (1.5.10)

Aici F, contine functia y"(x), iar la derivarea de m ori dupa x a lui F, apare

m

d - . . . ..
o (FH) sa reprezinte o functie continua este suficient ca
e\

y?"(x); pentru ca termenul



y®"(x) sa fie continua. Anume aici este utila conditia suplimentara y*(x)eC*"[a;b].

F,

y

)+d_2(F")+...+ (=" d

. . . d
Conform ipotezei teoremei avem F, - —( ~(F,
dx” dx"

o (}iy(,,,))eC[a;b].
Atunci, tinand cont ca relatia (1.5.10) are loc pentru orice &y(x)eC'[a;b] supusa
conditiilor &y(a)=36y(b)=0, conform lemei 1.2.5 (lema lui Lagrange) se deduce ca are loc
relatia (1.5.7). &
Remarca 1.5.4. Conditiile impuse la demonstrarea remarcei 1.5.3 pentru cazul
particular m=1 difera de cele impuse in teorema 1.3.1 (teorema lui Euler) doar prin
faptul ca functia y"(x) ce realizeaza extremul functionalei este de clasa C’[a;b].
Conditiile mai putin restrictive impuse asupra functiei y'(x) in teorema 1.3.1 sunt
datorate utilizarii lemei 1.2.4. De mentionat ca si in cazul dat e posibila obtinerea unei
ecuatii de tip EEP fara a impune restrictii exagerat de dure asupra functiei y"(x)
(existenta derivatelor acesteia rezulta din restrictiile initiale).

Algoritm de aflare a extremalelor admisibile ale functionalei definite in problema
(1.5.6):
a) Se scrie EEP:

)+d—2(F")+...+(—1)"’ d (Fy(m))zo'

F, =\ F,
dx” dx"

B) Se gaseste solutia generala a EEP:

y=y(x,¢c,...,c,,) -
y) Se determina coeficientii c¢,...,c,, din conditiile:
(@€ Cyy) = Vs
V(0,Cpyeees €y ) = Vps
Y aener,) =0, j=Lm =1,
Y (b,cyyenncy,) =, j=1,m——1.
Inlocuind in y valorile obtinute ale constantelor c,,...c,,, se obtin extremalele

admisibile y*(x).

Exemplul 1.5.2. Sa se afle extremalele functionalei I:D— R, unde

/4

My = [ (¥ (x)=16y" (x) +xe*)dx,

0

D:={y(x):[a;b] > R| y(x) € C*[a;b], ¥(0) =1, y(x/4) =0, y'(0) =0, y'(x/4) =2},

2
Tinand cont cd m=2 EEP va avea forma: Fv—di(F‘,)+%(Fvn)=0<:>y“”(x)—16y(x)=0.
R A G

Aceasta reprezinta o EDLO cu coeficienti constanti. Radacinile ecuatiei caracteristice

asociate 1'-16=0 sunt 1, =+2, 4,, =+2i. Prin urmare, solutia generala a EEP (familia de



extremale ale functionalei) este:
y(x)=ce™ +c,e +c,c082x + ¢, sin 2x .

Coeficientii c,, j =1,4 se determina din conditiile la extremitati:

y(0)=1 ¢ +ec,+e =1

4)=0 ce” +ce™ +c,=0 ¢ =c,=c, =0
y{(ﬂ/) P b 2 4 P b ) =G .
y'(0)=0 2¢,—2¢, +2¢,=0 ¢ =1

Vi(z/4)=-2 2¢,e™? —2¢,e - 2¢, =2

Astfel functionala poseda o extremala admisibila y*(x)=cos2x. B

1.5.3. Problema variationala cu functionala ce depinde de derivate de

3

ordin superior ale mai multor functii necunoscute.

Fie Q=[a;b]xA,,,,, cR""" (a,beR,A,,,, cR"™"") o multime deschisa, iar F:Q—>R o

functie de clasa C'. Sa consideram multimea

A= {?(x) (6] > R 5(x) = (3, (x),... 3, (), y,(x) € C"[@:b], i =1, (x,)_/(x),)_/(X),...,)_/("’)(x)) €Q,Vxe [a;b]} )
unde 7Y (x) :( P (x),..., y,ﬂ”(x)) (j=0,m), y”(x) este derivata de ordinul ; a functiei
v, (=Ln), 7@ =y(x).

Lema 1.5.3. Multimea A este o submultime deschisa a spatiului normat C”([a;b];R").

Demonstratia este analogica cu cea pentru lema 1.3.1.

Sa consideram urmatoarea problema de CV:

I[)_/(x)] = jF(x, 7(x), 7' (x),..., 7" (x))dx — extr,
a (1.5.11)

¥ eD={3x)e A3 (@)=7.7"(b) =5,/ =0,m—1}

unde 7/,7/ €R" (j=0,m—-1). De remarcat ci in cazul dat extremalele functionalei / [7(0)]
sunt vector-functii y"(x)= ( V(X)) v (x))T .

Intrucat derivatele 7Y (x) (j=0,m—1) ale vector-functiilor y(x)eD au valori fixate in
extremitatile segmentului [a;b], variatiile admisibile ale acestora vor fi

SF(x) € H = {87(x) = (631 (x),-,6,(x)) | 83,(x) € C"[a;b], i =1,m 55" (a) = 67 (B) =0, j = O,m -1} ,
unde 67 (x)=(8y" (x),....5)"(x)).

Urmeaza rezultatul de baza ce contine conditiile necesare de extrem al
functionalei /[y(x)]:
Teorema 1.5.3. Fie functia F(x,3(x),y(x),...,y"(x)) de clasd C™'. Dacda vector-functia
¥ (x)e DN C*"([a;p];R") realizeazd un extrem local al functionalei I:D —>R (definita prin
relatia (1.5.11)) pe MFA D C*"([a;b];R"), atunci y'(x) este solutie a sistemului de ecuatii

8



diferentiale Euler-Poisson:

J+ ()t 0 L ) =0, 0= Tm, (1.5.12)

d
i _(F dx* dx"

Ji dx yi

unde F,, =F, (55 0.5 (0. 7). j=0m (1" =3, xelasb]).

Demonstratia teoremei simplu se obtine prin combinarea demonstratiilor
teoremelor 1.5.1 si 1.5.2.

Algoritm de aflare a extremalelor admisibile ale functionalei definite in problema
(1.5.11):
a) Se scrie sistemul de EEP (1.5.12).

B) Se gaseste solutia generala a sistemului de EEP:

yi=y(x,¢5.006,,,), i=1n.

y) Se determina coeficientii c,,...,c,,, din conditiile:

N

$(@sCianna) = ¥ i =T,

yi(bﬂc]""’c2mn)=y?’ i=ln

yz'(j)(aacw---aczmn)zyia(j)’ i=Ln, j=lm-l,
s Jj=Lm—

. by
yl.(’)(b,c],...,cM”)zyi WD oi=lLn L.

-

p—

I,m

Inlocuind in y,i=1n, valorile obtinute ale constantelor ¢,,...c,, , se obtin extremalele
admisibile de forma 7" (x) =( V(X)) v (x))T.
Remarca 1.5.5. Ordinele derivatelor superioare ale functiilor y,(x),...,y,(x) din problema

(1.5.11) pot sa fie distincte. Aceasta conduce catre ordine distincte ale ecuatiilor
diferentiale in sistemul de EEP. Numarul conditiilor la extremitati pentru fiecare
functie necunoscuta corespunde ordinului derivatei superioare a acesteia.

Exemplul 1.5.3. Sa se afle extremalele functionalei 1:D — R, unde

1
1T, (x), 3, (0] = [ (Ge+ 1’ ¥ () + 377 () ),
0
D :={5(x):[a:b] > R | 5(x) = (3,(x), 3,(x)), 3, (x) € C*[0:1], ,(x) € C’[0:1],
1(0) =1, »,(0)=0, y,(D=1/2, y,() =1, ¥/(0) = ~1, ¥1(0) =0, y/(1) =—1/4, y;(1) =3, y;(0) =0, y;(1) = 6.
Se observa ca ordinul derivatei superioare a functiei y(x) este egal cu 2, iar cel al

functiei y,(x) este egal cu 3. Se scrie sistemul de EEP:

d d’
‘, _E(F"')JFW E,)=0,
d d’ d’
s ) g (e = g (s =0

Componentele acestuia vor fi: F=(x+1)'y*+y)*,F, =F =F,=F,=F,=0,F,=2(x+1)’y,

N



d2 " m m d3 . . .
7(}7) =12(x+ Dy +12(x +1)° '+ 2(x +1)* y", F, =2y, F(Fz) =2y, si atunci avem sistemul

12(x+ D)y +12(x +1)> "+ 2(x + 1)’y =0
=2y =0 '
Vom remarca ca prima ecuatie a sistemului, de fapt, se poate scrie sub forma

d2

) =0 i(i(F)) =0 i(6(x +1)° )/ +2(x+1)’y/)=0. Integrand in ambii membri, se
dx \ dx dx

21

obtine ecuatia 6(x+1)*)/+2(x+1)’y"=c,. Efectuand substitutia :z=y/, se obtine
urmatoarea ecuatie diferentiala liniarda neomogena (EDLN) (x+1)’z'+3(x+1)’z=c¢,/2.
Solutia generala a acesteia este suma solutiei generale a EDLO corespunzatoare si a
unei solutii particulare a EDLN.

Ecuatia omogena (x+1)’z'+3(x+1)’z=0 este o ecuatie diferentiala cu variabile

separabile. Intrucat x+1#0, Vx[0;1], aceasta se va scrie astfel %z—idx , de unde se

z x+1
obtine z(x)=c(x+1)".
Solutia generala a EDLN se va afla utilizand metoda variatiei constantei:

c(x) (x)(x+1)° =3c(x)(x+1)°

se calculeaza derivata z'(x)= . Substituind z(x)

Pentru =
2=y (x+1)°
si Z'(x) in EDLN, se obtine ¢'(x)=¢,/2, de unde c(x) =%7x+c8 . Atunci z(x)= (%x+cgjﬁ )
x+
. " c.x+2¢ . . .. . c,(2x+1) c
iar = =L -8 Integrand in ambii membri, y/(x)=-- - 8 , de
HZE Ty S MOy 2y O

unde rezulta

e 1 Cq
x)=—-2L ——+2In|x+1| |+ +cox+c, .
%) (x+1 | 0 2x+1) "

4
Se rezolva ecuatia a doua a sistemului de EEP, integrand de sase ori consecutiv
in ambii membri. Astfel solutia generala a  acestei ecuatii este

c c c c
Y0 =+ 2xt + 2+ 2t ex e
120 24 2

In continuare se utilizeaza conditiile la extremitati pentru a calcula constantele

;o J =1,10. Se obtine ¢, =6,¢, =2, iar restul constantelor sunt egale cu zero. Unica

extremala admisibila este

7 () = (¥ (1), 05 (1) = (ﬁxj =

10



1.5.4. Problema variationala cu functionala definita prin integrala

multipla

Din considerente de simplitate se va analiza problema variationala bidimensionala,
adica problema de aflare a extremului functionalei ce depinde de o
functie de doua variabile si de derivatele partiale de ordinul I ale

acesteia.

Fie Qc R’ un domeniu marginit, a carui frontiera aQ este formata

des 1.5.1

dintr-un numar finit de curbe netede si inchise, orientate astfel, incat la deplasarea pe
acestea, interiorul lui Q sa ramana la stanga (orientare naturala - a se vedea des.
1.5.1).

Fie U:=QxA, (A,cR’) o multime deschisa, iar F:U —»R o functie de clasda C*. Sa
consideram multimea
A= {z Q> R|zeCHQ), (x,y,z(x,y),zx(x,y),zy(x,y)) elU,VY(x,y)e Q} ,
unde z (x,y),z,(x,y) sunt valorile derivatelor partiale ale functiei de doua variabile z(x, )
in punctul (x,y).
Lema 1.5.4. Multimea A este o submultime deschisa a spatiului normat C'(Q).

Demonstratia este analogica cu cea pentru lema 1.3.1.

Sa consideram urmatoarea problema de CV:

1 [z(x, y)] = ﬂF (x, ¥,2(x,¥),2,(x,¥),2,(x, y))dxdy — extr,
o (1.5.13)

2wy eD={ze Al z|, 0 =S| o)

unde z(x,y) este functie necunoscuta, iar f(x,y) - o functie data pe frontiera oQ .

(x.)<00
Intrucat functiile admisibile z(x,y)eD au valori fixate pe frontiera 6Q, variatiile

admisibile ale acestora vor fi

Sz(x,y) e H = {5z :Q 5 R|52(x,y) € C(Q), 52(x, )

(x,y)e0Q = O} .

Urmatorul rezultat exprima conditiile necesare de extrem al functionalei /[z(x,y)]:
Teorema 1.5.4. (Ostrogradski) Daca functia z'(x,y)e D realizeaza un extrem local al
functionalei 1:D— R (definita prin relatia 1.5.13) pe MFA D, atunci z'(x,y) este solutie a

ecuatiei diferentiale cu derivate partiale:

F-L(F, )_3(5 )=0, (1.5.14)
TooxN Yooy 7
aF b b *7 *7 *7 aF b b *5 *5 *v aF x’ 2 *’ *’ *v *
unde F. = (xy.2,2, Z"),F, = .22, Z"'),F, = .22, Z"'),zzzz(x,y),(x,y)eQ.
: Oz Oz, “" oz,

11



Demonstratie. Pentru functia z(x,y)eD si o variatie admisibila arbitrara 6z(x,y)e H se
considera functia de variabila reala ¢(«), definita in modul urmator:
p(a)=1[z(x,y)+adz(x,y)].
Parametrul « ia valori mici in modul. Evident, daca functia z=:z"(x,y) realizeaza un
extrem al functionalei /I[z(x,y)], atunci functia ¢(a) are un extrem in punctul a=0.
Prin urmare, pentru functia ¢(«) are loc conditia necesara de extrem:
9'(@),_, =0

Utilizand notatia Z:=z"(x,y)+adz(x,y), precum si teorema despre derivarea integralei
multiple dependente de parametru (teorema lui Leibniz) [ |, se obtine

OF (x,v,Z,Z_,Z )

(5z)x+ ’ GZ, A (52)‘}dxdy

oz oz

X

oF(x,y,2,Z.,Z, oF (x,y,Z,Z ,Z,
'<a>lao=ﬂ{ (o0, 2.2,,2)) o OF(0.2,2,,7,)

a=0

'—.

= [[{F6:+F, (52),+F, (52), |dxdy=0, (1.5.15)

Q

_OF(x,y,2",z x,z) _OF(x,y,2°,2,,z,) . OF (x,y,z",z.,2))

= L F = 2 z=2"(x,), (x, Q.
. - . o, z=2 (%), (x,y) €

Intrucat in relatia (1.5.15) este prezentd o integrala dubld, nu este posibil de

aplicat integrarea prin parti cu scopul de a evidentia termenul §z. De aceea, la
00 oP
aceasta etapa se va utiliza formula Green-Riemann (FGR) j J. __6_ dxdy gf)(de+Qdy) ,
ox
care permite atingerea rezultatului dorit.
Integrala referitoare la ultimii doi termeni ai relatiei (1.5.15) se mai poate scrie:
jj{ (62), +F, (62), | ddy = jj ~(E 5z)+i(F 5z ) dxdy - jj (£ )+3( F, ){8zdxdy. (1.5.16)
oy oy 7
FGR permite de a transforma prima integrala din membrul drept al relatiei (1.5.16)

intr-o integrala pe frontiera 6Q a domeniului Q:

0

jﬂj {%(szé'z) +5(sz52)} dxdy = i (sz5zdy - Fzy5zdx) .

Intrucat &z(x,y)

e =0, integrala curbilinie este egala cu zero, iar atunci relatia

(1.5.16) devine:
J;J{FZ (5z)x +F, (5z)y}dxdy = —g{%(& ) +%( )}5zdxdy ,
iar relatia (1.5.15):
0 0
jQHF _5(5‘) 6y( )}5zdxdy 0.

Ultima conditie are loc in ipotezele lemei 1.2.6 (varianta 2-dimensionala a lemei lui
12



Lagrange). Intr-adevar F, —§(F )—ai(F )eC(Q) si ultima egalitate are loc pentru orice
x>t yr

Sz(x,y)e H . De aici rezulta ca are loc relatia (1.5.14). &

Remarca 1.5.6. Relatia (1.5.14) se numeste ecuatia Euler-Ostrogradski (EEO) asociata

functionalei (1.5.13). Intrucat au loc relatiile:

d
—(F,)=F, +F .z, +F,_ z,+F,_z,,
6x ) XX ZXZ X ZXZX XX Z:(Z)‘ yx

°(r)r

_— ' + F ZV —+ I’ Z + 1 V4
a Y Zyz ) ZyZx
y

z g xy zy,z,%yy ?

deducem ca EEO este o ecuatie diferentiala cu derivate partiale (EDDP) de ordinul II.
Remarca 1.5.7. In formularea problemei bidimensionale (1.5.13) asupra functiei
admisibile z(x,y) se impune conditia ca aceasta sa fie de clasa C*. De mentionat ca in
varianta [-dimensionala a problemei variationale s-a impus conditia ca functia
admisibila sa fie de clasa C', iar mai tarziu, dupa ce s-a obtinut EEL, s-a demonstrat
ca extremalele admisibile nesingulare sunt de fapt de clasa C*.

Exemplul 1.5.4. Sa se afle extremalele functionalei 1:D — R, unde

1z(e, )] = [[ (2206 0) + 25 (6, 3) + 5757 ) dedy,

zeD:z{z:Q—>R|zeC2(Q), z(x,y)

4, 4
={x"+y - 4)
(x,)80 (x Y 3/ (x,y)eag} ’

Q= {(x,y) IS Rz‘ X +y2 < 1}, 0Q — frontiera lui Q.

EEO este —3(2@)—3(2;‘,):0, adica =z, +z,=0. Prin urmare, problema aflarii

ox oy
extremalelor functionalei /[z(x,y)] se reduce la rezolvarea problemei la limita:
Az:=z (x,y)+2z,(x,y)=0 ((x,y) €Q),

1.5.17
=l ) (rec@), (15,17

z(x,y)

(x,1)e00
adica a problemei Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace. Aceasta din urma se va rezolva
prin metoda separarii variabilelor. Deoarece EDDP este liniara si omogena, e posibil de
aplicat principiul superpozitiei in constructia solutiei generale, sub forma de
combinatii liniare ale solutiilor fundamentale. In plus, intrucat domeniul Q este
relativ simplu, folosind un sistem de coordonate convenabil ales, este posibil de
separat variabilele, iar EDDP de transformat intr-un set echivalent de ecuatii
diferentiale ordinare.

In continuare se va obtine expresia laplaceanului Az in coordonate polare.

Relatiile dintre coordonatele carteziene (x,y) ale unui punct din Q si coordonatele sale
polare (p,0) sunt date de formulele

x=pcosO, y=psin@, pe[0;1],0<[0;27). (1.5.18)
13



Din considerente de simplitate, pentru z(x,y) ca functie de p si 6 se va folosi tot litera
z. In baza formulelor (1.5.18) se deduc relatiile p=4/x*+)?, 0 =arctg(y/x), de unde avem:
p.=xp, pa=(p—xp,)/ P> =3[P, 0.==y/p*, 0, =2vp./p* =22/ p*, (1.5.19)
2 2 3 2 3 4
p,=v/p.p,=(p-xp,)/p*=x*/p*,0,=x/p*, 0, =2yp, [0’ =-2xy/p* . (1.5.20)
Aplicand regula derivarii functiilor compuse, avem

Z,=Z,pP, +2,0,,

z, :(prx +zgt9x)x =(2,) Px + 2,00 +(2),0, +250,., (1.5.21)

(2,)s =2, P, + 2,90, (29), = 24, P +Zpp0s 5 (1.5.22)
z,=2,p,+2,0,,

z,, =(zppy +z99y)y =(z,), P, +2,p,, +(25),0, +2,0,,, (1.5.23)

(z,), =2,,P, +zp9(9y, (29), =29, P, +2999y . (1.5.24)
Inlocuind expresiile (1.5.22) si (1.5.19) in (1.5.21), respectiv expresiile (1.5.24) si
(1.5.20) in (1.5.23), se obtine:
Z =xzzpp/p2 —2xyzp9/p3 +yzzg(,/p4 +yzzp/p3 +2xyzg/p4,
zZ,, = yzzpp/p2 +2xyzp9/p3 +x2299/p4 +xzzp/p3 —2xyzg/p4.
Adunand ultimele doua relatii, se obtine Az=z L ) +L2200 , iar atunci problema
p’ P

(1.5.17) se va scrie astfel:
pzzpp +pz,+2h4 =0,
1.5.25
Z|OQ = ('x4 + y4 - 3/4) x=cosf :%COS(“.Q)' ( )
y=sin@

Conform metodei separarii variabilelor solutia problemei se cauta sub forma:
2(p,0) = R(p)T(0) . (1.5.26)
Tinand cont ca z, =R'(p)T(0),z,, =R"(p)T(0), z, = R(p)T"(V) si inlocuind aceste expresii in
ecuatia diferentiala din relatia (1.5.25), dupa separarea variabilelor, se obtine:

R(p) | R(p)__T'O)
R(p) " R(p)  TO)

Tinand cont ca membrul stang al ultimei ecuatii este functie numai de p, iar membrul

Jo,

drept - functie numai de 6, egalitatea pentru orice p si 6 va insemna ca ambii

membri sunt egali cu o constanta (care se noteaza cu «). Deci din ultima relatie se
obtine sistemul de ecuatii:

T"(0)+aT(0)=0, (1.5.27)
P’R"(p)+ pR'(p)—aR(p)=0. (1.5.28)

14



Functia z(p,0) trebuie sa fie periodica in raport cu 6, cu perioada 2z, adica atunci

cand unghiul 6 variaza cu 2z, functia z(p,0) trebuie sa revina la valoarea initiala:
z(p,0+27)=2z(p,0).

Pentru aceasta functia 7(9) trebuie sa fie periodica cu perioada 2z . Astfel avem de

determinat valorile parametrului real a pentru care ecuatia (1.5.27) are solutii

periodice netriviale (problema Sturm-Liouville). Ecuatia mentionata este o EDLO cu

coeficienti constanti. Ecuatia caracteristica asociata acesteia este A1°+a=0 cu
radacinile 1, =+J-a.

Cazul a<0. Solutia generala a ecuatiei (1.5.27) este o functie exponentiala reala
T(0)=ce™™ +c,e V™, care evident ca nu este periodica.

Cazul a=0. Solutia generala a ecuatiei (1.5.27) este 7(0)=c¢, +c,0. Coeficientii ¢, si
¢, se determina astfel incat 7(0) sa fie periodica, cu perioada 2, adica T(0+2x)=T(0).
Se obtine ¢, =0 si T(0)=c, =const este o solutie triviala, inacceptabila.

Cazul a>0. Solutia generala a ecuatiei (1.5.27) este T(0) = ¢, cos(vab) + ¢, sin(x/ad) . Din
conditia T(0+2x)=T(0) si din faptul ca functiile sinf si cosd sunt periodice cu perioada
27 rezultd ca (0+2n)Wa —0Ja =2kx sau 2z+Ja =2krx , de unde:

a=k*,keN.
Deci solutia generala a ecuatiei (1.5.27) este 7,(0)=a, cos(k0) +b, sin(k0), k € Z . Cu valorile
proprii a, =k astfel obtinute, ecuatia (1.5.28) se scrie:
P’R"(p)+ pR'(p)—k*R(p)=0. (1.5.29)

Ecuatia (1.5.29) este de tip Euler (ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti variabili).

Pentru integrarea ei se va efectua substitutia p=e. Avem
R’(p)zeffi—]:, R"(p)zez{cf;f—cfi—f]. Inlocuind R'(p) si R'(p) ecuatia (1.5.29) se scrie sub
forma:

ff—HRzo,

dt

care este o EDLO cu coeficienti constanti. Solutiile ecuatiei caracteristice atasate sunt
A, =%k, iar solutia generalda a EDLO este R (1)=ce"+d,e"”. Prin urmare, solutia
generala a ecuatiei (1.5.29) este

R(p)=c,p" +d.p". (1.5.30)
Intrucat p* >« (keN) pentru p—0, se va impune conditia d, =0 pentru ca solutia z a

problemei lui Dirichlet sa fie marginita (avem zeC*(Q)). Deci R,(p)=c¢,p", iar solutiile

15



EDDP din relatia (1.5.25) sunt de forma z,(p,0)=R,(p)T,(0)=c,p" (a, cos(k0)+b, sin(kb)).

Atunci solutia ecuatiei p’z,, +pz, +z, =0 se va cauta sub forma seriei

0

2(p,0) = %0 + Zpk (a, cos(kB) + by sin(k0)) .
pa

. .. . . . 1 .. - .
Coeficientii q,,h, se vor determina din conditia Z|99:ZCOS(49)' Tinand cont ca in

problema data p=1 avem

2(1,0) = % + ;(ak cos(k0) + b, sin(k0)) = %cos(49) ,
iar aceasta relatie defineste serie Fourier pentru functia 2z periodica icos(49). Prin

urmare coeficientii Fourier sunt

1 27 1 2 )
a, =—ﬂ}[cos(49)cos(k9)d€, b, =E}[cos(49)sm(k9)d9. [ |
Remarca 1.5.8. Teorema 1.5.4 poate fi extinsa pentru problema variationala cu

functionala dependenta de o functie de » variabile u(x,,...,x,) de forma:

Iu] = “...IF(x] s Xy Uy U e Uy )dx,...dx, —> extr,
Q

ueD={u:Q->R|QcR", u=u(x,..,x, ) e C*(Q), u
1 n

o= f(x],...,xn)|aﬂ}'

In acest caz EEO va avea forma:
n 6
F - —F |=0.
X5 ()

Remarca 1.5.9. Aplicand transformari de tipul celor utilizate la deducerea EEO, se
poate extinde rezultatul teoremei 1.5.4 si la cazul in care integrandul functionalei

I[z(x,y)], definita prin relatia (1.5.13), depinde de derivate de ordin superior ale lui

z(x,y) . De exemplu, pentru problema variationala:
I[z(x,y)] = ”F(x,y,z,zx,zy,zxx, Z,,52,,)dxdy — extr,
Q

zeD:z{z:Q—)R\zeC“(Q),z

o=t

=,

OQ}’

unde functia F este de clasa C*, functia ce realizeaza extremul local al functionalei

Oﬂ_f|OQ’ZX aQ’ZyaQ

este solutie a ecuatiei:

0 0 0’ 0’ 0’
L U el U R G e (O B G R B (1.5.31)
unde derivatele partiale F,F ,F ,F _,F ,F, se calculeaza in punctul

* * * * * *
x:yaz :Zxazyazxxﬂzxyﬂzyy °

Intr-adevar, in cazul dat vom avea:
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@), ,=[[{Foz+F (82),+F, (62), }dxdy+jj{ (62), + F, (52), + F, (82), |dxdy=0.

Q

Folosind FGR si conditia la frontiera 6z =0, mai sus s-a aratat ca

jgj{FZ(sz +F, (82), +F, (52), |dxdy = jHF —G%(FX )—%( )}52 dxdy .

Usor se verifica ca are loc relatia:

T:= jj (F, (62),+F, (52), +F, (62), |dxdy =T, ~T,,

unde
T, = Qj {%(F (5z)x)+%(Fz (8z),+F. (5z)x)}dxdy,
=] {a_i(zr )(52). +%(an )(62), +%( s, }dxdy

Folosind FGR si conditiile la frontiera (5z)XLQ =(6z) | =0 se aratd ca 7, =0. Integrala T,

g Kle}

admite o reprezentare analogica cu cea pentru 7T, iar utilizarea FGR si a conditiei

52|, =0 conduce la relatia

gty |7 ) S (g () (e, fosar o,

iar in baza lemei 1.2.6 rezulta ca are loc relatia (1.5.31).

1.5.5. Extremitati mobile. Conditii naturale si conditii de

transversalitate

Sa consideram urmatoarea problema de CV:
b
ITy(x),a,b] = [ F(x, y(x),y'(x))dx — extr,

(a,b)eQ :={

A —segment finit (fixat) al axei reale,

c.deR,c<d,[cd]cAcR},

perechea (a,b) (a,b—limitele de integrare) variaza pe Q, (1.5.32)
yeD={y:A>R| yeC'(A), (a:y,) €T, (b:y,) €T, },

Yo =¥(a), y, = y(b),
ael,y, eR, p(a,y,) =0}, r,= {(b;yb)|b eA, y, eRw(b,y,) =0},

T ={(a:y,)
unde functia F(x,y(x),y'(x)) este de clasa C*, iar o(x,y(x)),w(x,y(x)) - de clasa C'. MFA
consta din functii ale caror grafice nu au fixate extremitatile (a;y,) si (b;y,); acestea se
pot deplasa prin punctele definite de curbele I', si, respectiv, I', (a se vedea des. 1.5.3).
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X=a X= Aa,)=0 y(b.y,)=0

des. 1.5.2 des. 1.5.3
Se evidentiaza urmatoarele doua cazuri particulare:
e extremitatile curbelor admisibile se deplaseaza de-a lungul a doua drepte verticale,
descrise de ecuatiile x=a si, respectiv, x=b (a se vedea des. 1.5.2);
e extremitatile curbelor admisibile se deplaseaza de-a lungul a doua curbe, descrise
de ecuatiile y=¢(x) si, respectiv, y=y(x) (xeA) (a se vedea des. 1.5.3).
Remarca 1.5.10. In problema formulata se va determina nu numai functia y*(x) ce
realizeaza extremul functionalei, ci si valorile &« si b° care asigura realizarea
extremului mentionat. ¢ - vecinatatea de ordinul I a tripletului (y"(x),a’,b") este

formata din triplete de forma (y(x),a,b) ce satisfac conditia

<e,

[y -y )|

a—a*‘<g,

b—bﬂ<g.

c'(a)
Tripletul (y"(x),a",b") realizeaza un extrem local slab al functionalei I[y(x),a,b] daca
I[y(x),a,b]>1[y"(x),a",b"] pe o ¢ - vecinatate de ordinul I.

Strategia de cautare a solutiei problemei de CV formulate utilizeaza conditia
necesara de extrem (teorema 1.2.4) al functionalei. Fie tripletul (y'(x),a",b") realizeaza
un extrem local slab al functionalei I[y(x),a,b] pe MFA D. Atunci curbele admisibile se
definesc prin relatia Y(x)=)"(x)+ady(x), unde acR este un parametru real, iar

Sy(x)eH = {5y A — R| Sy(x)eC' (A)} (6y(a),6y(b)eR) - o variatie fixata. Valorile admisibile

ale limitelor de integrare sunt definite de formulele a=a"+ada, b=b"+adb.
Conform definitiei G-diferentialei de ordinul I a functionalei I[y(x),a,b] avem
51=¢'(a)|,_,, unde
b*+a b

oa)=1[y" (x)+ady(x),a” +ada,b’” +adb]= j F(x,y (x)+ady(x),y" (x)+ady'(x))dx .

a*+ada
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Utilizand formula de derivare a integralei in raport cu parametru, avem

b"+asb oF oF
qo'(oz)|a=0 =| F(x,Y, Y| .. 6b=F(xY,Y) . - da+ I {a—ycSy(x) + W5y'(x)}dx

a +ada
a=0

=F(b,y (0).y" " )Sb~F(a",y (@ ).y" (@ )a+ [ {F,6y(x)+ F,8y'(x)} dx,

b

b a

iar apoi, integrand prin parti integrala [ F,8y'(x)dx=F,5 y(x)r—b* - jdi(F)5 y(x)dx , conform
L ! x=a’ g\

teoremei 1.2.4, se obtine:

.o
51 — F(b*’y*(b*)’y*!(b*))5b _F(a*,y*(a*),y*!(a*))5a + F'V’5y(x)‘x=b, + J‘{E —di(F‘r)}5y(x)dx = 0 . (1.5.33)
J x=a o X"

Aici avem F,:=F,(x,y"(x),y" (x)), F, =F,(x,y" (x),»" (x)), » = y"(x) . Din relatia (1.5.33) se vede,
ca variatia 61 a functionalei [[y(x),a,b] contine o integrala, ce determina variatia

functionalei pentru valori fixate & si 5", si in plus trei termeni, care depind de

variatiile §a, 5b ale extremitatilor intervalului de integrare si de variatia §y(x) pentru
a=a",b=b". Deoarece tripletul (y*(x),a*,b*) realizeaza un extrem local slab al

functionalei [[y(x),a,b], rezulta ca »’(x) este extremalda a functionalei date pentru

valorile fixate a=a",b=0" si, tinadnd seama de relatia §7/=0, rezulta:

b*
1. I{F —di(F )}5 y(x)dx =0, adicd extremala y'(x) a functionalei I[y(x),a,b] este solutie a
. . X .

EEL F,—L(F,)=0.
J dx J

* * * *! * * * * *! * x=b"
2. FO',y (6"),y" (b)Sb-F(a",y'(a"),y" (a ))5a+Fyr5Y(x)L=a* =0.
De mentionat ca §y(b") nu coincide cu 6§y,, iar §y(a") - cu dy,. Tinand cont de
aproximatiile 6y(b")=6y, —y'(b")6b, Sy(a’)=6y,—y'(a’)da, relatia de la punctul 2 se poate

scrie sub forma:

F| . oy, +(F=yF)| _ 8b=F,| 8y, ~(F-yF,)|_. 8a=0. (1.5.34)
Relatia (1.5.33) se poate scrie sub forma:
b
5= j{F —di(la, )}5y(x)dx +F,| 8y, +(F-yF)| . 6b-F,| 8y, ~(F-yF,)|_. 8a=0.
i < x < < AX=0 - X= - IXx=a - X=a

In virtutea relatiilor ¢(a,y,)=0 si w(b,y,)=0, variatiile Sy, si Sa, precum si dy, si &b,

sunt reciproc dependente:
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sp=22 sa+22 6y, =0,
X | 5 ay W | @y
(1.5.35)
sy =¥ b+ 2V 5, =0.
a a b
AR R Yo oty

Insa variatiile 8y,, da si 6y,, b sunt independente, prin urmare, egalitatea (1.5.34) este
echivalenta cu
F

y'
Y=

x=b" 5)/[, + (F - y'FiV')‘xﬂ,* 5b = 0

8y, +(F=yF,)|_ Sa=0,
“ T (1.5.36)
F,

V'

Relatiile (1.5.35) si (1.5.36) sunt numite conditii de transversalitate ale extremalelor si
curbelor T, si I',. Rezultatele descrise mai sus pot fi formulate sub forma:

Teorema 1.5.5. Dacad functia Y (x) e C'(A) ce satisface conditiile
Y@=y, vy b)=y,, 0(a,y)=0 si y(b,y)=0 realizeaza un extrem local slab al functionalei
din problema (1.5.32), atunci y*(x) satisface EEL si conditiile de transversalitate (1.5.35)
si (1.5.36).

Remarca 1.5.11.

1. Daca una dintre extremitatile curbelor admisibile este fixata, atunci conditiile de
transversalitate pentru aceasta extremitate nu se scriu, deoarece, in acest caz,
variatiile corespunzatoare in relatiile (1.5.35) si (1.5.36) sunt nule.

2. Daca se analizeaza problema in care extremitatile curbelor apartin dreptelor
verticale x=a si x=b, atunci, intrucat « si » sunt definite, avem §a=0,6b=0. In

acest caz conditiile de transversalitate iau forma (conditii naturale)
Fu(x, (), 5" (%) . =0, Fu(x, (), ™ (%) L =0. (1.5.37)

Deoarece ecuatiile dreptelor pot fi scrise sub forma ¢(a)=a-a" =0,y (b)=b-b"=0,
rezulta ca se satisfac conditiile (1.5.395).

3. Daca extremitatile curbelor admisibile apartin curbelor definite de ecuatiile
y=p(x) si, respectiv, y=y(x), atunci conditiile ¢(a,y,)=0 si y(b,y,)=0 pot fi scrise
sub forma ¢(a,y,)=y, —p(a)=0, w(b,y,)=y,-w()=0. In baza conditiilor (1.5.35) se
obtine

—¢'(@")sa+1-6y, =0, —y'(b")Sb+1-5y, =0,
de unde avem &y, =¢'(a")da, 5y, =y'(b")5b. Prin urmare, luand in seama relatia
(1.5.36) rezulta
(F +(p'=Y)F,)| . 8a=0,

(F+W'=y)F,)

5b=0.

x=b
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In virtutea faptului ca variatiile ¢ si 6b sunt arbitrare, se obtin conditiile de

transversalitate:

:0,
(1.5.38)
=0,

"
x=b

PGy (07 () + (@) =57 DF, (53" (0,57 ()

(F ey (0 )+ 0= 3" G, (5 (0,3 (6)

Daca curbele de-a lungul carora aluneca extremitatile curbelor admisibile sunt

definite sub forma
y=y,=¢(x)=const, y=y,=y(x)=const,
atunci ¢'(x)=y'(x)=0, iar conditiile (1.5.38) se simplifica

(F=yF,)|_.=0,(F-yF,)

=0, (1.5.39)

. Daca conditiile ¢(a,y,)=0,y(b,y,)=0 sunt scrise sub forma y(a)=y,, y(b)=y,, adica

este cercetata problema cu extremitatile fixate, atunci, intrucat avem

da=6b=36y,=6y,=0, au loc conditiile de transversalitate (1.5.36), iar constantele

arbitrare in solutia generala a EEL se determina de conditiile la extremitati.

Algoritm de aflare a extremalelor admisibile ale functionalei definite in problema (1.5.32):

a) se scrie EEL:

P 007 @) -2 F 5 (07 ) | <0, xetaiey;

Ji

B) se afla solutia generala y=y(x,c,c,) a EEL;

y) se scriu conditiile de transversalitate (folosind in functie de caz formulele (1.5.35),

(1.5.36) (1.5.37), (1.5.38)) si conditiile la extremitati ¢(a,y,)=0,y(b,y,)=0

(v, =y(a), y,=y(b)).

5) se determina coeficientii ¢,c,,a",b" $i se scrie ecuatia extremalei y'(x).

/4

Exemplul 1.5.5. Sa se afle extremalele functionalei I[y(x)]= j( y(x) - y2(x)+4y(x)cosx)dx,

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

-0.6

-0.7

-0.8
0

0

yeD:z{yeCl [o;n/4]\y(0)=0}.

Extremitatea de stanga este fixata in punctul

A(0;0) (conditiile de transversalitate pentru

aceasta extremitate nu se scriu), iar extremitatea

de dreapta - mobila, apartine dreptei verticale

~ x=r/4 (a se vedea fig. 1.5.4). Solutia generala a

EEL y"+y=2cosx (EDLN cu coeficienti constanti)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

fig. 1.5.4 este y(x)=c, cosx+c,sinx+xsinx, iar conditia la extremitatea

de stanga »(0)=0 implica ¢ =0. Conditiile de transversalitate in extremitatea mobila
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iau forma F,

.= 0, de unde rezulta

x=

YO =0 (—¢sinx+c,cosx+sinx+xcosx)  =0&c¢,=¢-1-n/4=-1-7/4.

x=n/

Astfel se obtine extremala admisibila y*(x)=(x-1-7/4)sinx. B

b
Exemplul 1.5.6. Sa se afle curba extremald a functionalei I[y(x)]zj Y (x)dx daca
0

3 extremitatea de stanga a acestei curbe este fixatd

a5l N in punctul A(0;0), iar extremitatea de dreapta

O | apartine dreptei y(x)=1-x.

N Intrucat integrandul F=3)"” nu depinde explicit

\ k\ de x si y, solutia generala a EEL este y(x)=c¢x+c,

N R (@ se vedea sectiunea 1.3.2). Deoarece
0.5 =

L . extremitatea de dreapta apartine curbei de

0 - . . ..
2 15 i 05 0 05 " ecuatie y=wy(x)=1-x, se va utiliza conditia de

transversalitate (1.5.38). Relatia
F+(y - y')Fy,L:b =" =31+ y'z\xzb =22y + 3)L=b =0 implica y'(b)=0, y'(b)=-3/2. Datele initiale
conduc la conditiile y(0)=0, y(b)=1-b. In continuare se vor determina coeficientii c,,c,,b’
rezolvand sistemele

y(0)=¢,=0,y'(b)=c, =0, y(b)=c,pb+c,=1-b $i y(0)=c,=0,y'(b)=¢, ==3/2,y(b)=cb+c,=1-b.
Solutia primului sistem este ¢, =¢, =0, 5" =1, iar al celui de-al doilea — ¢, =-3/2,¢,=0,b"=-2.

Au fost gasite doua extremale admisibile y'(x)=0 si y"(x)=-3x/2. B
b
Exemplul 1.5.7. Sa se afle curba extremald a functionalei I[y(x)]zJ‘\/l+ y?*(x)dx, daca

extremitatea de stdnga a acestei curbe apartine parabolei y(x)=¢(x)=x"+2, iar
extremitatea de dreapta - dreptei y(x)=w(x)=x.
Intrucat integrandul F =,/1+y"”(x) nu depinde explicit de x si y, solutia generald a EEL

este y(x)=cx+c,. Conditiile de transversalitate (1.5.38) sunt

Fa@-)F) =i+ Q- y)——L— J =0,
el ),

- (1.5.40)
(F+@'=F) =(x/1+y'2(x) +(1—y')LJ ~0,

N

x=b
iar conditiile la extremitati
va)=ca+e,=pla)=d* +2,
yb)=cbte, =y(b)=b.
22
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Coeficientii ¢,,c,,a’,b” se afla tinand cont de conditiile (1.5.40) — (1.5.41). Avem

6 1+2ay'(a)=1+2ac, =0,
1+y'(b)=1+¢, =0,

5
4 \ / catc,=a’+2,

cb+c,=b,

de unde se afla ¢ =-1,a"=1/2,¢,=11/4,b"=11/8. Se obtine extremala

admisibila y"(x)=-x+11/4. Aceasta dreapta reprezinta curba

neteda de lungime minima ce conecteaza parabola ¢(x)=x"+2 si

dreapta y(x)=x (a se vedea figura 1.5.5). Distanta este

11/8

o s I I= [l+(-1)d=7V2/8. B

12

fig. 1.5.5

b
Exemplul 1.5.8. Sa se afle curba extremald a functionalei I[y(x)]zJ‘\/l+ y?*(x)dx daca

extremitatea de stanga a acestei curbe apartine cercului, definit prin ecuatia x* +y*(x)=1,
iar extremitatea de dreapta - cercului (x—10)* + y*(x)=4.

Intrucat integrandul F :m nu depinde explicit de x si y, solutia generala a EEL
este y(x)=cx+c,. Deoarece conditiile la extremitati sunt de forma ¢(a,y,)=a*+y,’-1=0,

w(b,y,)=(b-10)"+y,>-4=0, conditiile de transversalitate se vor considera sub forma

(1.5.35) - (1.5.36):

2a"8a+2y,6y,=0, 2(b" -10)6b+2y,5y, =0, (1.5.42)
(x) ”(x)

XD sy 41y 22| sa=0,

NI+ ()] . JI+y7 (%)

(1.5.43)

y'(x) 2 ¥ (x)
8y, J1 —_—— -0b=0,
,1+y!2(x) » Y +( + 7 (%) /1+yf2(x)

la care alaturam conditiile pe frontiera

.
x=b

a?+y>—-1=0,(b" =10y +y,> —4=0. (1.5.44)
Relatiile (1.5.43) pot fi scrise ca ¢dy,+5a=0,¢6y,+56b=0, iar in baza acestora (1.5.42)
se reprezinta astfel:
(—cla* +y, )5)/0 =0, (—cl b =10)+y, )5yb =0.
Intrucat in ultimele egalitati 5y, si 6y, sunt arbitrare, se obtine y, =¢a’, y, =¢,(b" -10),
iar atunci, tinand cont ca y,=y(@)=ca +c,, y, =y(b)=¢b +c,, se deduc egalitatile

¢, =¢,=0,y"(x)=0, iar relatiile (1.5.44) implica o' =+1,5"=10£2.
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Distanta minima dintre punctele cercurilor considerate este atinsa pe dreapta
Y (x)=0,a"=1,b" =8, iar distanta maxima — pe dreapta y"(x)=0,a"=-1,5"=12 (a se vedea

fig.1.5.6).

ah
N %

2 0 2 4 6 8 10 12

fig. 1.5.6
In mod asemdanitor se analizeazid si problema cu extremitati mobile in care
integrandul F depinde de mai multe functii necunoscute:

I[y(x),a,b] = jF(x, V(x),y'(x))dx — extr,

(a,b) eQ:={(c.,d)
A —segment finit ( fixat) al axei reale, (1.5.45)

c,deR,c<d,[c;d]cAcR},

perechea (a,b) (a,b—limitele de integrare) variaza pe €,
y(x)eD:= {37 AR | () = (3 ()., (x), y,(x) € CH (A i =1,n, @, (a;3) = 0y, (b;7") =0,

j=lm k=1Lp,mp<n+l, 3 =y(a),y" =f(b)},

unde functia F(x,y(x),y'(x)) este de clasa C?, iar ¢;(x,y(x)).w,(x,y(x)) - de clasa C'. Daca
tripletul (y*(x),a",b") realizeaza un extrem local slab al functionalei I[y(x),a,b], atunci
vector — functia y*(x) reprezinta o extremala a functionalei date pentru valorile fixate

a=a" $i b=b". Prin urmare, are loc relatia:

]Zn:{ﬂ —%(Fy;)}5yi(x)dx=0, Véy,(x)eH = {5y:A—> R| Sy(x)eC' (A)} . (1.5.46)

* =
ot i=1

Ultima relatie, in particular are loc si pentru 6§y, (x)e H astfel incat &y,(a)=3y,(b)=0.

Tinand cont ca sistemul de functii §y,(x),i=1,n, este liniar independent, rezulta

T Fv,—i F,)|8y.(x)dx=0,i=1n,
Yi dx i

*
a

si, intrucat y*(x) este extremala, se satisface sistemul EEL:

F, —%(Fy;)zo,izl,n.

Conform conditiei necesare de extrem al functionalei I[y(x),a,b], pentru variatia de

ordinul I vom avea:
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n by d }

ol = o1 = F -2(F.)\sy

Sor-1Z{r. e

+[F—Zn‘,y;ﬂ;J 5yia_( F‘zn:y!vaJ
i=1 —a 4 ¥

de unde, in virtutea relatiei (1.5.46), rezulta
zEr b* 5yib+(F_Zyiva.’J 5b_th‘ *5yia _[F_Zyi'vaJ
- i Ny - =

In virtutea relatiilor 9(@;y)=0y,(b;3")=0, j=1,m, k=1,p, variatiile 5y’ si 6a, precum si

b
Vil y=p* 5yl +

oa=0,

H N
x=b x=a

Sa=0. (1.5.47)

&
X=a

Syl si 6b, sunt reciproc dependente:

op, = : 5a+z oy! =0, j=Lm,
R R )
3 3 (1.5.48)
sy, =V 5b+z% 5y’ =0,k=1p
X | 500y A Wi Ly i

Insa variatiile 6y, 8a si 8y’,5b sunt independente (in virtutea relatiei (1.5.48)), prin

urmare, egalitatea (1.5.47) este echivalenta cu

ZF Loy + [F - ZyFJ
= x=a = .
Lo+ [F - ZyF J

2E
Rezultatele formulate mai sus pot fi scrise sub forma:

-0a=0,
(1.5.49)
-0b=0.

.
x=b

i=1

Teorema 1.5.6. Dacd vector-functia 7' (x)=(y!(x),...y (x)), v (x)eC'(A),i=1,n, ce satisface
conditiile ¢,(a;7*) =0y, (5:5")=0, j=Lm k=1Lp,mp<n+l, 3 =7 (a), " =7'(b), realizeazd un
extrem local slab al functionalei din problema (1.5.45), atunci y*(x) satisface sistemul

EEL si conditiile de transversalitate (1.5.48) si (1.5.49).

Remarca 1.5.12. Au loc urmatoarele analoage ale relatiilor (1.5.37) si (1.5.38):

F| . =F|  =0i=1n, (1.5.50)
[F+Z(¢i'_yi')Fiv;J =0,

. (1.5.51)
[F+Z(Wil_yi')Fiv;j =0. ®

i=l x=b"

Exemplul 1.5.9. Sa se afle extremalele admisibile ale functionalei

1

1[3(x), y,(%)] j Y1) y;(x) +6xp,(x) +12xp,(x) ) dx

yeD={y=(3.)| 3,7, € C'[0:1],3,(0) = y,(0) =0, 3, (D) + y, (D) = 4} .

Sistemul EEL este:
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F, ‘%(ﬂ;)z“_y;:()’

F, —%(Fyé )=12x- /=0,

Integrand de doua ori fiecare ecuatie se obtine solutia generala:
P(xX)=2x +¢x+c,, y,(x)=x"+ex+e, .
Intrucat extremitatea de stanga a vector-functiilor admisibile este fixata, se vor
scrie conditiile de transversalitate doar in extremitatea de dreapta si se va utiliza

relatia (1.5.49) pentru aceasta. Deoarece »=1 avem 6b=0, iar relatia (1.5.49) ia forma

(Fy;5y1b +Fy;5y§)

=0, adica
=1

x=b"=
V()8 + /()8 y; =0. (1.5.52)
Daca se scrie conditia pe frontiera de dreapta sub forma v, (b,)’,y))=y"+y-4=0,
in relatia (1.5.49) avem:
1-5)y! +1-6y =0.
Atunci 6y’ =8y, si relatia (1.5.52) se transforma in (—y; b)Y+ y! (b*))5 y'=0. Intrucat
variatia §y. este arbitrara, rezulta ca
n@® )=y, 07). (1.5.53)
Utilizand conditiile pe frontiera si solutia generala a sistemului EEL se obtine:
1»0)=¢,=0,y,00=c, =0, (") + ¥, )=y, D+ y,)=2+¢, +1+¢, =4.
Conditiile (1.5.53) implica y/(b")=y/(1)=6+c¢, =y;(b")=y;(1)=3+¢,, sau ¢, —c¢, =3. Rezolvand
sistemul

—c, +¢; =3,
¢ +e =1,

se gaseste ¢, =-1,¢,=2.
Se obtine extremala admisibila 7"(x) :( yi(x), v, (x)) = (2x3 —x,x +2x) .

Exemplul 1.5.10. Sa se afle extremalele admisibile ale functionalei

11,(x), 701 = [ ¥ ()} (x)dx

yeD={y=(y0)| n.r: e CLOI1(0) = =3, 3,(0) =2, 3, (B) =b" +1, y,(b) =2} .

Sistemul EEL este:

n _%(Fy; ) =-»;=0,
b ‘%(Fyé )=-y=0

Solutia generala a acestuia este y,(x)=cx+c,, y,(x)=c,x+¢,. Intrucat extremitatea de

26



stanga a vector-functiilor admisibile este fixata, se scriu conditiile de transversalitate
doar in extremitatea de dreapta si se utilizeaza relatia (1.5.51). Scriind mai intai

conditiile pe frontiera de dreapta sub forma y, =y,(x)=x"+1, y, =y, (x)=-2, avem:

(F+Q@x—y)F,—)F,)

V2

= @y )| = @6 - ) =0,
adica sunt doua variante ¢, =0 sau ¢ =2b". Utilizand conditiile pe frontiera si solutia
generala a sistemului EEL se obtine:
1 0)=c,=-3,9,0)=¢, =2, y,(b")=¢p" +c,=b" +1, y,(b")=c;p" +¢c,=-2. (1.5.54)
In cazul in care se admite ca ¢, =0, sistemul (1.5.54) nu are solutie. Daca insa ¢ =2b",
avem urmatoarea solutie a sistemului:
b'=12, ¢, =%4,¢,=-3,¢,=F2,¢, =2.

Se obtin doua extremale admisibile y"(x) :( (%), 5 (x)):

»(x)=4x-3, y;(x) =—2x+2,b" =2

si y(x)=—4x-3,yi(x)=2x+2,0"=-2. &
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